etoda kona

19MO71AMK
elemenata u inzenjerstvu

Slobodan Savié
ssavic@etf.rs

https://mtt.etf.bg.ac.rs/ms/amk.htm



http://www.free-powerpoint-templates-design.com/
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AnalitiCko opisivanje fizi€kih fenomena i procesa naziva se
matematicki model.

: S e
Matematicki model fizickog procesa polazi od pretpostavki kako sistem 5
. funkcioniSe koristeéi se odgovarajuéim aksiomima i zakonima koji opisuju taj
proces.
Matematicki modeli fizi€kog procesa obi¢no su opisani vrlo sloZenim
diferencijalnim i integralnim jednacinama primenjenim na geometrijski
sloZenim objektima.
Kao direktna posledica toga, pre pojave racunara, analizirani su vrlo
jednostavni problemi za koje je bilo moguce pronaci reSenje u analitickom
(zatvorenom) obliku.

U poslednje tri decenije upotreba ra€unara i razvoj
matematicke teorije i numeri€kih tehnika omogugili su

reSavanje velikog broja prakti¢nih problema, koje nije bilo
moguce resiti ranije.

Jedan od glavnih poslova inzenjera i nau€nika je
modelovanje fizi€kih fenomena.

[

Prakticno svaki fizicki fenomen u prirodi polazeci od fizi€kih
zakona moze se opisati pomocu algebarskih, diferencijalnih
i integralnih jednacina.

.
Samo neki od ovakvih primera su: ) o |
» Aeroastronomija,  Kori§¢enje numeri¢kih metoda i racunara za proracun matematickih modela
* Biologija, | fiziCkog procesa i procenu njegovih karakteristika naziva se numericka
* Hemija, simulacija.
* Geologija, / Jedan od primera numerickih simulacija je i numericka elektromagnetika.
* Mehanika, P

 Elektrotehnika,
* Elektromagnetika,
* Antene i mikrotalasi
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Opsti pojmovi

Numeri¢ka simulacija, na primer pomoc¢u metoda
konaénih elemenata, sama po sebi nije cilj, ve¢
pomocno sredstvo u okviru dizajna i proizvodnje.

Postoji viSe razloga zasto bi inzenjer i/ili naucnik trebalo da
izuc¢ava numericke metode, posebno metod konaénih elemenata,
a samo neki od ovih razloga su:

1. Slozenost danasnjih problema

Vecina fiziCkih problema danas podrazumeva sloZzene domene (i sa stanoviSta geometrije i sa
stanovisSta materijala), gubitke i nelinearnosti koje onemogucuju pronalazenje analitiCkih reSenja
(reSenja u zatvorenom obliku).

Prema tome jedina moguca alternativa je pronalazenje aproksimativnih reSenja numeri¢kim metodama.

2. Efikasnost dizajniranja

Numericki metod uz pomo¢ raCunara moze se iskoristiti za ispitivanje efekata promene razli€itih parametara
sistema (kao $to su geometrija, parametri sredine i gubici) na njegov odziv. Na ovaj nacin sti€e se bolje
razumevanje sistema i procesa koji se analizira.

U poredenju sa fizitkim eksperimentima neophodnim za podjednako razumevanje procesa i sistema,
numericke metode su znacajno povoljnije, a do rezultata se obi¢no dolazi brze.

3. Verodostojnost modela

Koriséenjem sofisticiranih numeric¢kih metoda i jakih racunara, u matematicki model je moguce ukljuciti najrelevantnije
parametre fizickog modela, bez potrebe za postojanjem analitiCkog resenja.



Opsti pojmovi

5. Sveobuhvatan metod

Metod konacénih elemenata jedan je od najsveobuhvatnijih numeric¢kih metoda
dizajniran za analizu prakti¢nih inZenjerskih problema.

Metod konaénih elemenata danas je integralni i glavni deo mnogih grana inzenjerstva i proizvod

Velike industrijske grane kao $to su auto industrija, aero astronomija, hemija, farmacija, naftna
industrija, elektronika, telekomunikacije, kao i nove tehnologije poput nanotehnologije i biotehnologije
oslanjaju se na metod konacnih elemenata za simulacije sloZenih problema razli€itih dimenzija, kao i
za dizajn i proizvodnju proizvoda visoke tehnologije.

(a)

S \"

Pressure (Pa)
z _X -1000.0 -260.00 480.00 1220.0 1960.0 2700.0
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B
Matematicki model, u najSirem smislu, moze se definisati
kao skup jednacina koje opisuju osnovna svojstva fizickog
sistema putem promenljivih koje opisuju taj sistem.
> ™ _
Matematicki model fizickog fenomena obi¢no je zasnovan na

osnovhnim naucnhim zakonima fizike, kao sto su zakon
odrzanja mase, zakon odrzanja koli¢ine kretanja, zakon
odrzanja energije ili Maksvelove jednacine.

> N
U nastavku je kroz jedan jednostavan primer prikazano
formiranje matematickog modela fizickog sistema (dinamicki

problem).
Nl N 4

| 4




Matematicko klatno

ma=mo!

Mgy

Figure 1.2.1 Simple pendulum,
Matemati¢ko klatno sastoji se od kuglice mase m koja se nalazi sa jedne strane Sipke (ili konca) duzine /, a
drugi kraj Sipke povezan je za nepokretnu tacku O (oslonac).

Kako bismo konstruisali matematic¢ki model ovog sistema, moraju se uvesti odredene aproksimacije u vezi sa
sistemom (i za kuglicu i za Sipku) koje su konzistentne sa ciliem analize.

Ako je cilj analize da se izu€ava linearno kretanje klatna, smatramo da je Citav sistem krut (kuglica i Sipka),
kao i da Sipka nema masu (odnosno da je njena masa zanemariljiva u poredenju sa masom kuglice).

Takode zanemarujemo trenje u kompletnom sistemu (u tacki ve$anja, O), kao i otpor sredine kada se kroz nju
krece kuglica odnosno Sipka.



Matematicko klatno

Pod prethodnim pretpostavkama, jednacina koja odreduje kretanje u ovom sistemu r
moze se formulisati koriS¢enjem zakona odrzanja koli€ine kretanja (odnosno
drugog Njutnovog zakona), koji tvrdi, u okviru ovog primera, da je vektorska suma
eksternih sila primenjenih na sistem jednaka vremenskoj promeni koli€ine kretanja R
A

(proizvod mase i brzine) sistema, odnosno:

ma =mb !

F= %(mv)z ma  (1.2.1)

pri Cemu je F vektorska suma svih sila koje deluju na sistem, m je masa sistema, v je brzina

. . gk mg y
sistema, a a je vektor ubrzanja sistema. ' :

Kako bismo odredili jednacinu koja opisuje ovaj sistem, postavicemo koordinatni sistem kao na _
slici 1.2.1. Figure 1.2.1 Simple pendulum.

Primenom drugog Njutnovog zakona na x-komponente posmatranih vektora, dobijamo:

Primetiti da su sile u pravcu y-ose uravnotezene. Sa jedne strane postoji
de gravitaciona sila i centrifugalna sila, a sa druge strane zatezna sila Sipke.
F (1.2.2)

=m
X
dt
pri c¢emu je
: do
F.=-mgsin0,v, =/—,
dt
0 je ugao koji Sipka zaklapa sa vertikalnom osom, v, je komponenta brzine u pravcu x-ose, a
t predstavlja vreme.



Matematicko klatno

Finalna jednacina koja opisuje sistem je:
2 2
: d“0 de g . .
—mgsin 0 = ml——, odnosno —+=sn0=0. (1.2.3)
2 2 /

dt dt
Jednacina (1.2.3) je nelinearna (po 6) zbog postojanja ¢lana sin6.
Medutim, za male otklone (kada je 6 dovoljno malo) sin6 mozZe se aproksimirati sa 6.

ma =l

.‘.

Prema tome, periodi¢no kretanje moze se opisati linearnom diferencijalnom jednacinom oblika:
d°e
2
dt

Jednacine (1.2.3) i (1.2.4) predstavljaju, redom, matemati¢ki model nelinearnog i linearnog kretanja krutog
matematickog klatna.

Figure 1.2.1 Simple pendulum.

g
+20=0. (1.24 -
] ( ) >

Njihovo reSenje zahteva poznavanje uslova u trenutku =0 po 6 i njegovom prvom izvodu po vremenu.

Ovi uslovi poznati su pod nazivom pocetni uslovi.

Prema tome, linearni problem podrazumeva re$avanje diferencijalne jednacine (1.2.4) i odgovarajucih pocetnih uslo
do
0(t=0)=0,, E(t =0)=v,/I, (1.2.5)

Problem opisan jednaCinama (1.2.4) i (1.2.5) naziva se problemom pocetnih vrednosti.




Matematicko klatno

Linearni problem opisan jednaCinama (1.2.4) i (1.2.5) moze se resiti analiticki.
Opste analitiCko reSenje linearne diferencijalne jednacine oblika

0+1°0=0
0(¢) = Asin At + Bcos A\t

h=g/l

a konstante A i B odredene su pocetnim uslovima (1.2.5). Za ove konstante dobijamo

A:%?B:% (1.2.7)

je

pri cemu je

ma=mol

mg -y

a reSenje linearnog problema je

e(t) = v—osin A+ 60 COS M\t (128) Figure 1.2.1 Simple pendulum,
I\

Ako se za pocetne uslove uzme nulta po¢etna brzina i nenulti pocetni polozaj (6,), finalno
dobijamo
0(t) =0, cosit (1.2.9)

Sto predstavlja prostoperiodicno kretanje.

Ako bismo pokusali da reSimo nelinearnu jednacinu (1.2.3) uz poc€etne uslove (1.2.5), morali bismo
da koristimo numericku metodu, posto nije moguce nadi analiticko reSenje za ovaj problem.




Uvod

NumeriCke simulacije
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Postoji veliki broj numeri¢kih metoda, a veliki broj njih
razvijen je za reSavanje diferencijalnih jednacina.

B S
Prilikom aproksimacije diferencijalnih jedna€ina diferencnim
jedna€inama, izvod u diferencijalnim jednac¢inama zamenjuje
| se konaénim razlikama u diferencnim jednac¢inama.
Diferencne jednacine koriste promenljive u diskretnim
tackama prostora i trenucima vremena.
Nakon primene graniénih odnosno pocetnih uslova,
S rezultantne algebarske jednacdine reSavaju se po nepoznatim
promenljivim u diskretnim tackama prostora i u diskretnim
trenucima vremena.

lako izvodenje jednacdina koje opisuju neki sistem u opstem
slucaju nije preterano tesko, njihovo egzaktno reSavanje
obicno je vrlo tesko (a cesto i nemogucée) zbog geometrijske
slozenosti i slozenosti parametara sredine.

U takvim slucajevima numericka analiza predstavlja
alternativni (a nekada i jedini) na€in pronalazenja (pribliznih)
resenja.

Pod numeriékom simulacijom procesa ili sistema

podrazumeva se reSavanje jednacina koje opisuju proces ili
sistem (odnosno matematiékog modela) pomoéu numeriékih =
metoda i raCunara. /

AR b P
P

Numeri¢ki metod obi€¢no transformise diferencijalne (ili
integralne) jednacine koje opisuju sistem ili proces u
kontinualnom prostoru u skup algebarskih jedna€ina

diskretnog modela koje se reSavaju pomoc¢u racunara.
-



. Klasiéni varijacioni metodi, koji su zaista meshless metodi,
Prilikom reSavanja diferencijalnih jednaéina klasiénim su mocni metodi koji obezbeduju globalno kontinualno
varijacionim metodom, jednacina se prebacuje u resenje.

ekvivalentni oblik otezanih integrala, a onda se resenje Sa druge strane, njihova mana je u tome sto je za probleme
aproksimira nad domenom od interesa u obliku linearnog . proizvoljne geometrije i proizvoljnih parametara sredine
razvoja pogodno izabranih funkcija aproksimacije (bazisnih nekada izuzetno tesko konstruisati funkcije bazisa.
funkcija) i nepoznatih koeficijenata razvoja. | -

Nepoznati koeficijenti razvoja odreduju se tako da integralni ‘a

e g

oblik jedna€ine ekvivalentan originalnoj jednacini bude Sledeéi numericki primer (matematic¢ko klatno) trebalo bi da
zadovoljen. bude jednostavan prikaz metoda konac€nih razlika.
v ' '
Razni varijacioni metodi, kao sto su Ricov metod, o
Galerkinov metod, kolokacioni metod (collocation method) i /
metod minimalnih kvadrata (/least-squares method)

P

medusobno se razlikuju po izboru integralne forme,
tezinskih funkcija i/ili funkcija aproksimacije.

A 4




Matematicko klatno

Posmatracemo numeric¢ko reSavanje jednacine (1.2.4) koja opisuje linearno
kretanje matematickog klatna.

Kako bismo uveli metod konacnih razlika, posmatrajmo diferencijalnu jednacinu
prvog reda

d’e ¢
—+20=0, (1.24)
di” | (

du

— =S, 131

pri Cemu je f poznata funkcija nepoznate funkcije u i vremena t. Jednacinu (1.3.1)

potrebno je resiti za t>0 uz zadovoljenje poéetnog uslova u(t=0)=u,. Primetiti da smo zamenili izvod u-trenutku t=t; po definiciji, izuzev sto nismo

stavili da At=z,,,—t—0; pa je samim time reC o aproksimaciji. Za
zadovoljavajuce male vrednosti At , oCekujemo da ¢e aproksimacija imati

Aproksimiracemo izvod u trenutku ¢ kao vl "
zadovoljavajuce malu gresku.

d_u e Z’l(ti+1)_7“t(ti). (132)
dt 1=t ti+1 _ti

ma=mb !

Zamenom (1.3.2) u (1.3.1) u trenutku t=t, dobijamo

ey =u; + Atf(upt)), w;=ult=t), At=t, —t,. (13.3)

Figure 1.2.1 Simple pendalum,



4
Matematicko klatno 0 g0 0 12
Jednacina (1.3.3) moze se resiti polazeci od poznate vrednosti u, funkcije u(t) u o dt / | y

trenutku =0 za u,=u(t,) =u(At).
=0)=v,/l, (1.2.5)

Ovaj metod poznat je kao Qjlerova eksplicitha Sema (Euler’s explicit scheme)
odnosno Runda-Kuta metod prvog reda (first-order Runda-Kutta method), poznat i
pod nazivom diferencna Sema unapred (forward difference scheme).

Postoje i diferencne Seme viSeg reda koje su tacnije od Ojlerove eksplicitne Seme.

Na ovaj nacin konvertovali smo standardnu diferencijalnu jednacinu (1.3.1) u
algebarsku jednacinu (1.3.3) koju je potrebno proracunati u razli€itim trenucima
vremena kako bi se odredila funkcija u(f).

g = + A f ), u; =ult=1,), At =t,,, —t

Primenimo Ojlerovu eksplicithu Semu na diferencijalnu jednacinu drugog reda (1.2.4) uz zadovoljenje
granic¢nih uslova (1.2.5).

(1.3.3)

Kako bismo primenili ranije opisanu proceduru na diferencijalnu jednacinu drugog reda, jednacinu J,..r-ﬂ
(1.2.4) napisaéemo kao par spregnutih (jedna se ne moze resiti bez druge) diferencijalnih jednacina

prvog reda

do dv )
—=v/l, —=-IA"0, (1.3.4
dt / dt ( )

pri cemu je A2=g/I.

Figure 1.2.1 Simple pendulum.




Matematicko klatno

Uiy =+ A f (), =ult=6), At =1, —1; (1.3.3)

Primenom Seme iz jednacine (1.3.3) na jednacine (1.3.4) dobijamo

0,,,=0,+Atv,/l; v, =v,—At\*0, (1.3.5)

"y Loy, L= nle (134

|zrazi za 6,4 i v;,4 U jednacini (1.3.5) dobijaju se na osnovu poznatog reSenja u

.-‘|

prethodnom trenutku (6; , v;), a onda se proces ponavlja za sledeci trenutak. 10 ,:_u_ilu.ﬂ.n el Jl LJLH.I:I ERLEES l.LJJ.uLlJl CARLHE AL
5: P ._
Algoritam otpocinje u trenutku =0 i od poznatih vrednosti (6, , v;) = A5 E
2= —
s e E
. . .. . : - . - - S P TRA =
Numeri¢ko reSenje jednacina (1.3.5) prikazano je na slici za tri razliCita koraka u = L0 APl A, &> =N
vremenu (At) zajedno sa analitickim reSenjem jednacine (1.2.9) S5 s =
= >
b -
Tacnost numeri¢kog reSenja zavisi od veliine vremenskog koraka, a reSenje je % 0.0 ‘_;—_ , : =
taCnije Sto je vremenski korak maniji (do odredene granice!!!). < 3 @' 3 T
E“ 1.0 Rt N =
. v . . . v v . — - - ] O L -
Za velike vremenske korake, reSenje divergira u odnosu na tacno reSenje. = = LR % B
o3 -~ : ¢ i e
= = —— Analytical B hoSegs
y e W =~
gt =2.0== At = 0001 s e
S = A =0.025  p Numerical R T
SR _; & AF =008 * :_'_‘_ 2
= L

-4.0 AT TR FTF'TI 1581816 | TR ETTRTTOTTRTE
0005 1.0 %, SN 21 1.5 103540

Tune, ¢
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Metod konacnih elemenata
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Osnovne ideje

Metod konacénih elemenata je numericki metod poput metoda konacnih razlika, ali
koji je generalniji i mo¢niji u reSavanju svakodnevnih prakti¢nih problema koji
uklju€uju slozene fiziCke, geometrijske i/ili graniCne uslove.

U metodu konacnih elemenata, domen od interesa posmatra se kao kolokacija
poddomena, a u okviru svakog poddomena jednacine koje opisuju problem
aproksimirane su nekom od standardnih varijacionih metoda.

Jedan od razloga podele domena na poddomene je jednostavnija aproksimacija
slozenih funkcija kao kolokacije jednostavnijih funkcija (obi¢no polinoma), kao Sto
je prikazano na slici.

Naravno, svaki individualni segment (poddomen) reSenja trebalo bi da se uklapa sa
susednim segmentima (poddomenima) u smislu da bude zadovoljena
kontinualnost posmatrane funkcije i izvoda do Zeljenog reda u tackama spoja.

Hix) Y

N=6

U, (x) = 2 uy (x)

Figure 1.4.1 Piecewise approximation of a function.

|



Osnovna svojstva

Metod konacénih elemenat poseduje tri svojstva
koja mu daju prednost u odnosu na ostale
numeri¢ke metode.

~ Domain, Q

- Boundary, I’

(ar} (b)

-
Inter-element flux

(c) (d)

Figure 1.4.2 Representation of a two-dimensional domain by a collection of triangles and quadri-
laterals.

Konacni elementi

Geometrijski slozen domen problema (Q2), poput onog sa
slike 1.4.2(a), predstavljen je kao kolokacija geometrijski
jednostavnijih poddomena, nazvani konacni elementi.
Svaki konacni element Q, (Slika 1.4.2 (b)) moZe se
posmatrati kao nezavisan.

Pod “domen” ovde se podrazumeva geometrijski deo
prostora nad kojim se reSavaju jednacine.

Pojedina€ne jednacine za konaéne elemente

Nad svakim konacnim elementom algebarske jednacine
koje povezuju veliine od interesa razvijene su polazedi
od jednacine koja opisuje kompletan problem.

Jednacine veza i formiranje globalnog sistema

Polazeci od jednacina za svaki konacni element formira
se globalni sistem jednacina (elementi se vracaju u svoj
originalni polozaj u ukupnom domenu) kao $to je
prikazano na slici 1.4.2(d).

U okviru ove procedure neophodno je zadovoljiti i
odredene jednacine na granici izmedu dva konacna
elementa.

20



Osnove ideje i deo
terminologije metoda
konacnih elemenata
uvedeni su kroz sledeci
jednostavan primer.

ldeja ovog primera je
sagledavanje osnovnih koraka u
metodu konacnih elemenata, a
akcenat nije na efikasnom
resavanju samog problema.




Aproksimacije

Aproksimacije se pojavljuju u metodu konacnih elemenata na nekoliko mesta.

-

Geometrija P\ D V. -
j . Neke od nabrojanih greSaka mogu biti
Podela kompletnog domena na konacne elemente ne mora biti egzaktna, odnosno skup pojedinaGs jednake nuli.

konacnih elemenata (), ne mora odgovarati originalnom domenu Q. Ovo unosi greSke u geometrijsk

modelovanje domena. . S "
Kada su sve nabrojane greske jednake nuli,

N e pOZﬂ ata fu n kC ij d dobijamo egzaktno (tacno) reSenje (Sto

Obi¢no se nepoznate veli¢ine (u) aproksimiraju na osnovu jednostavne ideje da se svaka kontinualna funkcijg najéesce nije slucaj).
moze predstaviti kao linearna kombinacija poznatih funkcija ¢, i nepoznatih koeficijenata c; kao

Nepoznati koeficijenti ¢; dobijaju se nakon zadovoljenja jednacine koja opisuje problem u smislu otezane
integralne forme, za svaki element posebno.
Funkcije aproksimacije ¢; obi¢no su polinomi, a ¢esto se razvijaju i polazedi od koncepata iz teorije interpolacije.
Zbog toga se nazivaju interpolacionim funkcijama, a podjednako odomacen naziv je i funkcije bazisa.

Prema tome, greske u ovoj fazi uvode se na dva nacina: preko aproksimacije nepoznate funkcije (u) i prilikom
(numericke) integracije u okviru oteZane integralne forme.

Resavanje sistema jednacina

Finalni izvor greSaka je numeri¢ko reSavanje sistema linearnih jednacina.




Proracun obima kru®e

Pretpostavimo da nam je cilj da odredimo obim kruga polupre¢nika R, ali da nam
formula za obim O=2nR nije poznata.

Obim kruga odredi¢emo tako Sto ¢emo krug aproksimirati pravim segmentima
(jednake duzine), a onda odrediti ukupnu duzinu pravih segmenata.

Tri osnovna dela metode konacnih elemenata u ovom primeru su:
1. Podela kruga na kolokaciju pravih segmenata. Da bismo dobili tacno reSenje potreban nam je
beskonacan broj ovih segmenata. U suprotnom, obim proracunat na ovakav nacin unece odredenu

gresku.

2. Odredivanje jednacine koja opisuje jedan element (segment), kao $to ¢emo videti, u ovom primeru
je egzaktna.

3. Sklapanje finalnog reSenja predstavlja sabiranje duzina posebnih elemenata. U posmatranom
primeru i ova procedura bi¢e egzaktna.



Proracun obima Kkru

lako je posmatrani primer trivijalan, on jasno ilustruje nekoliko (ali ne sve!) ideje i
korake prilikom analize konkretnog problema metodom konaénih elemenata. U
okviru ovog primera uveséemo i neke termine koji se koriste u metodi konacnih
elemenata.

Diskretizacija konacnim elementima

Kao prvi korak, kompletan domen (kruznica) predstavljen je kao kolokacija kona¢nog broja n
poddomena, odnosno pravolinijskin segmenata (Slika 1.4.3(b)).

Ova procedura naziva se diskretizacija domena.

Svaki poddomen (linijski segment) naziva se element. Skup svih poddomena naziva se mes konacnih
elemenata (finite element mesh).

Elementi su medusobno povezani u tatkama koje se nazivaju €vorovi, odnosno nodovi (nodes). -
Na slici 1.4.3(c) prikazan je primer za n=5.

Linijski elementi mogu biti razliCitih duzina. Kada su svi elementi istih duzina, za meS se kaze da je
uniforman; u suprotnom za mes se kaze da je neuniforman.

(b)

Arc length, S,

. D

s Line length. 4,
Eﬂ";

Jednacine elemenata ~ X

: -
. T . . . . . ewe wve v -~
Posmatrani element (linijski segment, Q,) je izolovan i njegova nepoznata veli€ina (duzina) proracunava se I | _ i

nezavisno. Ako sa h, oznaCimo duzinu elementa 2, u mesu, ona iznosi "‘ S
. 0 \ T
h,=2Rsin—, (1.4.1) \
2 -

pri Cemu je R poluprecnik kruga, a 6,<n je ugao pod kojim se element vidi iz centra kruga.

Prethodna jednadina naziva se jednacina elementa (element equation). ' () Figure 1.4.3




Proracun obima Kkru

Sklapanje jednacina elemenata i rese

Aproksimativni obim kruga dobija se na osnovu sklapanja svojstava elemenata na smisleni
Ovaj proces naziva se sklapanje (asembliranje) jednacina elemenata.

U posmatranom primeru zasnovano je na jednostavnoj ideji da je ukupna duzina poligona Q,, (s
elemenata) jednaka sumi duzina pojedinacnih elemenata:

0,=> h,. (142)
=1

Duzina O,, predstavlja aproksimaciju stvarnog obima, O. Ako je mes uniforman, odnosno ako je h, isto

(b)

za svaki element u mesu, tada je 6,=2n/n, i imamo -
O, =n 2Rsin—| (1.4.3
n = & sl ( i ) | ‘f'l.['\.. ]ﬁ.ﬂ':..lll '5

n i DR

{ ~
_— S Line length. A,
l< 8, X
L -

R

-

.

(d) h;:nre 143

-,




Proracun obima Kkru

Konvergencija i procena greske

Za ovaj jednostavan primer mi znamo egzaktno reSenje: O=2nR. Na osnovu toga moiemb{
procenimo greSku aproksimacije i da pokazemo da aproksimativno reSenje O, konvergira k
kada n—.

Posmatrajmo jedan element Q.. Greska aproksimacije jednaka je razlici izmedu duzine kruznog |
duZine linijskog segmenta sa slike 1.4.3(d)

(b)

E,=|S,—h| (1.4.4)
odnosno jednaka je 5
TU . T
E,=R —-2smm— | (1.4.5)
n n
Ukupna greska, koja se naziva globalna greSka (global error) dobija se kao suma lokalnih greSaka (1.4.5) () - | = i‘_[f ength, 3,
i iznosi - _~m— e ! \Ll e length, #,
. 3 \
E=nE,=2R| n—nsm— |=2nR-0, =0-0, (1.4.5) 1 i N~ \
f
n i Elars 1
Posto vazi : ° ' l
limsinx = x \ N’ !
. !
x—0 ~
o N
dobijamo da —_—

limO,=0 1limE, =0 lim £=0

1—300 e . ' (d) Figure 1.4.3




Aproksimacija
deo po deo

Prethodni primer ilustruje kako se aproksimacija deo po deo (piecewise approximation) me
iskoristiti za aproksimaciju neregularnih geometrijskih oblika i kako se pomocu takve
aproksimacije mogu izraCunati zeljeni parametri.

Prema tome, podela sloZzenih geometrija na jednostavnije delove koji omoguc¢avaju jednostavniji
proracun zeljenih veli€ina predstavlja prirodan i praktican izbor.

Approximate solution

, True solution surface

on the subdomain

Ova ideja moze se prosiriti na aproksimaciju funkcija koje

predstavljaju neku fizicku veli¢inu razli¢itu od geometrijskog oblika. True solution surface

over the element domain

Kao primer, promena temperature u dvodimenzionom domenu moze
se posmatrati kao zakrivljena povrs koja se moze aproksimirati na
delovima domena (poddomenima, elementima) polinomima Zeljenog
reda. Na primer, zakrivljena povr$ nad trougaonim poddomenom
moze se aproksimirati ravnom porvsi, kao Sto je prikazano na slici
1.4.5. Ova ideja predstavlja osnovu aproksimacije u metodi
konacénih elemenata.

Approximate solution
a plane {linear)
over the element domain

b

Subdomain
{finite element)

Figure 1.4.5 Approximation of a curved surface by a planar surface.



Neke napomene

U metodu konacnih elemenata posmatrani domen deli se na poddomene, nazvane konacni
elementi, a aproksimativno reSenje problema konstruiSe se za svaki od elemenata. Ovakva &
podela originalnog domena na delove ima dve prednosti: -
1. Omogucéava ta¢no opisivanje slozenih geometrija i jednostavno opisivanje materuala raz
svojstava.
2. Omogucava jednostavno predstavljanje ukupnog resSenja pomocu funkcija definisanih nad
pojedinacnim elementima koji opisuju lokalne efekte (na primer, brze promene reSenja).

Tri osnovna koraka u okviru metoda konacnih elemenata su:

1. Podela kompletnog domena na delove (kako zarad geometrijske aproksimacije, tako i zarad
aproksimacije nepoznate funkcije).

2. Nad svakim delom trazi se re$enje u obliku linearne kombinacije funkcije bazisa i nepoznatih
koeficijenata, na osnovu ¢ega se formiraju algebarske relacije izmedu nepoznatih
koeficijenata za svaki od elemenata.

3. Formiranje kompletnog reSenja na osnovu algebarskih jednacina dobijenih za pojedinacne
elemente.



lako prethodi primer ilustruje osnovne korake u metodi konacnih elemenata, postoji i odreden broj koraka
koji nisu postojali ili koji nisu o€igledni iz tog primera. Neki od njih su:
1.

Neke napomene

Geometrija domena, u zavisnosti od svog oblika, moZe se diskretizovati u mes koji sadrZi
jednog tipa elemenata (i po obliku i po redu aproksimacije). Na primer, prilikom prostorne
aproksimacije nepravilnog domena, moze se koristiti kombinacija pravougaonika i trouglova: I t

na spojevima elemenata, obicno je potrebno zadovoljiti kontinuitet reSenja. \
Ako se koristi viSe od jednog tipa elementa, za svaki od tih tipova elemenata nezavisno se raz
jednacine koje opisuju posmatrani fenomen.
Jednacine koje opisuju problem u metodu konac¢nih elemenata obicno su diferencijalne jednacine;a*t
vecini slucajeva nije moguce pronaci egzaktno reSenje iz dva razloga. Prvi je Sto za njih ne postoji
reSenje u zatvorenom obliku. Na ovom mestu na scenu stupa varijacioni metod. Drugi razlog je Sto
diskretizovane jednacine dobijene varijacionim metodom ne mogu se reSavati nezavisno, zbog toga
Sto prilikom formiranja globalnog reSenja moraju da se zadovolje odredeni grani¢ni uslovi, odnosno
pocetni uslovi.

Asembliranje finalnog sistema zasniva se na ideji da reSenje (a mozZda i njegovi izvodi za jednacine
viSeg reda) mora biti kontinualno na spojevima dva elementa.

Finalni sistem jednacina dobija se tek nakon zadovoljenja grani¢nih uslova na spojevima konacnih
elemenata.

Postoje tri izvora greSaka prilikom reSavanja problema metodom konacnih elemenata:

(a) greske u vezi sa aproksimacijom domena;

(b) greske u vezi sa aproksimacijom re$enja; i

(c) greske u vezi sa numeri¢kim proracunima (numericka integracija, greSke zaokruzivanja, greske
invertovanja matrice, greSke reSavanje sistema jednacina). Procena ovih greSaka, u opstem slucaju,
nije jednostavan zadatak. Medutim, pod odredenim okolnostima, ove greSke se mogu proceniti za
elemente kao i za kompletan problem.

Tacnost i konvergencija reSenja dobijenog metodom konacnih elemenata zavisi od direfencijalne
jednacine, integralne forme koja se reSava, kao i koriS¢enih elemenata. Tacnost se odnosi na razliku
izmedu egzaktnog reSenja i reSenja dobijenog metodom konacénih elemenata. Konvergencija se
odnosi na tok tacnosti sa porastom broja elemenata i/ili stepena aproksimacije.




Neke napomene

8. Za vremenski zavisne probleme, obi¢no se koristi formulacija u dva koraka. U prvom koraku
diferencijalne jednacine se aproksimiraju metodom konacnih elemenata kako bi se dobio s
diferencijalnih jednacina u vremenu. U drugom koraku, diferencijalne jednacine u vremeén
reSavaju se egzaktno ili se dalje aproksimiraju pomocu varijacionog metoda ili metoda 9
konacnih razlika, kako bi se dobio sistem algebarskih jednacina, koji se zatim reSava nekom
od standardnih procedura.

9. Bezelementni metodi (element-free methods) ne zahtevaju asembliranje (zato $to ne postoje
elementi), a ovakvi elementi u stalnom su razvoju. Takvi metodi imaju odreden skup prednosti
i nedostataka u odnosu na standardni metod konacnih elemenata.

U okviru ovog kursa metodom konacnih elemenata reSavace se opsti linearni problemi. Problemi
Ce biti opisani odgovaraju¢om diferencijalnom jednacinom (i grani¢nim uslovima). Na ovaj nacin
studenti bi trebalo da razumeju opstost metoda konacnih elemenata, bez obzira na uzu oblast
kojom Ce se baviti. Ovo takode omogucéava studentima da uvide matematicke strukture
zajedniCke za razliCite fiziCke probleme, a samim tim da steknu dodatno razumevanje razlicitin
inZenjerskih problema.




Rezime
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il

Metod konaénih elemenata poseduje sledeca tri svojstva:

1. Domen problema predstavlja se kao kolokacija
jednostavnijih poddomena, nazvanih konacéni elementi.
Kolokacija konaénih elemenata naziva se mes konacénih
elemenata.

2. Nad svakim elementom fizi¢ki proces je aproksimiran

funkcijama zeljenog tipa (polinomi i sli€no), a formiraju

se algebarske jednacine koje povezuju fizi€ke veli€ine u

odredenom broju tacaka, koji se nazivaju ¢vorovi,

odnosno nodovi.

Jednacine elemenata povezuju se pomoc¢u svojstava

kontinuiteta fizickih veli¢ina.

Nauénici i inzenjeri razvijaju konceptualne i matematicke
modele fenomena i sistema koje zele da razumeju.
Razumevanje ovih sistema i fenomena moze se iskoristiti za
razvoj novih i unapredenje postojecih sistema koji
doprinose komforu i kvalitetu zivota.

Matematicki modeli razvijaju se pomoc¢u aksioma ili fiziCkih
zakona koji opisuju fenomen.

Matematicki modeli sastoje se od algebarskih,
diferencijalnih i/ili integralnih jednacina, koje je obi€no vrlo
tesko resiti, pa je neophodno koriséenje numeric¢kih tehnika.
.

Prilikom numeric¢kog resavanja fiziCkog procesa, koriste se
numeric¢ki model i racunar kako bi se proracunao
matematicki model procesa. <
Metod konaé€nih elemenata je mo¢an numeri¢ki metod za /
reSavanje algebarskih, diferencijalnih i integralnih jednacina.




	Slide Number 1
	Slide Number 2
	Slide Number 3
	Slide Number 4
	Slide Number 5
	Slide Number 6
	Slide Number 7
	Slide Number 8
	Slide Number 9
	Slide Number 10
	Slide Number 11
	Slide Number 12
	Slide Number 13
	Slide Number 14
	Slide Number 15
	Slide Number 16
	Slide Number 17
	Slide Number 18
	Slide Number 19
	Slide Number 20
	Slide Number 21
	Slide Number 22
	Slide Number 23
	Slide Number 24
	Slide Number 25
	Slide Number 26
	Slide Number 27
	Slide Number 28
	Slide Number 29
	Slide Number 30
	Slide Number 31
	Slide Number 32

