1 MeToa KOHAaYHUX eJieMeHaTa y je JHOJ AUMEeH3UjHU

1Yeo00

VY 0BOM IOTIaBJbY YBOIOHM C€ METOJ KOHAYHUX elieMeHaTa HoMohy jeqHOCTaBHOT jeXHOANMEH3HOHOT
npumMepa. EneMeHTapHH NpHCTYH NpHKa3aH y OBOM IIOIVIAaBJbY KacHHje €€ MOXKE TIeHepajH30BaTH W Ha
CJIO’KEeHHje BUIICTUMCH3HOHE CITydajeBe.

[TpoGnem xoju hemo paszmarpatu je oapehuBame pacrojesne HaloHa U CTpyje IyX BOZa ca IyOuIrMa.
OBaj jemHocTaBaH TPOOJIEM IOTONAH je 3a yBOheme MeTola KOHAYHHX eJIeMeHaTa, a MOXE CE PEIINTH U
AQHAJTUTUYKY, 11 C€ TAYHOCT JOOUjeHOT HYMEPHYKOT PEIlea JAKO MOXKE IPOBEPUTH.

2 JIeoscu4HuU 800

INocmaTtpajMo IBOXHYHE BOX ca ryOummMa, mpukasad Ha ciumm 1.1(a). Cmarpahemo ma y
MPOBOJHUIIMA BOJAA U JHEJCKTPUKY IOCTOje TYyOWIH, aj Ja Ce MOMY)KHa WHIYKTUBHOCT M KamnallMTHBHOCT
BOJIa MOTY 3aHEMAapHTH, OJHOCHO Ja je pajHa Y4eCTAaHOCT IOBOJPHO HHCKA. 300r IMOCTOjama IMOAYXKHE
OTIOPHOCTH, Ty Boja fie mocTojaTu maja HaToHa, a 300T ryOUTaKka y TUEeICKTPUKY, AyK Boaa he mocrojatu maj
crpyje. Cmartpahemo nma ce Ha mouerky (Z=-L) Box Hamaja W3 HJIEaJHOT HAIOHCKOT TeHEpaTopa
elleKTpoMoTopHe cuie Ej, a ma je Ha kpajy 3aTBOPEH OTIOPHMKOM BEJNHKE OTIOPHOCTH, OJHOCHO Ja je Ha
JPYroM Kpajy BOJ MPaKTHIHO OTBOPEH. 3a/1aTakK je Jia ce Iy BoJa oJpeau HamoH. Ha OCHOBY TOT pelieiha J1ako
ce MOJKe OJIPEAUTH U CTPYja.
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Cnuka 1.1.

Kako OmcMo pemmnu oBaj mpoOieM aHaIWTHYKKA (y 3aTBOPEHOM OONHKY), IOCMAaTpajMoO KpaTak
CerMeHT Boja ayxuHe 0z , kao mrto je mpukazaHo Ha ciuim 1.1(a). ['yOuiy y mpoBOJHAIINMA MOTY C€ OTIHCATH
TIOJY’>KHOM OTHOpHOCTH R', a ryOWIM y INENeKTPUKY MOTY CE OIHCAaTH NOAYKHOM npoBogHOocTH G', Kao mro
je mpukazaHo Ha ciuuy 1.1(6). YkymnHa otnopHocT (00a) MpOBOIHMKA cerMeHTa Boja AyxuHe dz je R'dz, a
VKyIIHa TIPOBOAHOCT m3Meljy mpoBomHKKa oBOT cermenTa je G'dz. IMumyhu jemHaunHe MO MPBOM U IPYrOM
KupxodoBom 3akony 3a Mpexy ca ciuke 1.1(6) ogpelhyjemo uzpase 3a mpoMeHy HallOHa U CTPYje Ha KpajeBUMa
OBOT CerMEHTA.

dU =-IR'dz u (2.1)
dl =—U +dU)G'dz . (2.2)

Jlpyrauuje HanmucaHo OBE jeJHAUYMHE TIOCTajy
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npu yemy je y apyrom mpasy dU moryhe sanemapuru’ y oxrocy va U ako ce dz y3me 1oBosbHO Maio. He

ryoehn Ha ommrocTH, Y3MHUMO Ja ¢y pedepeHTHH cMepOoBU HamoHa U cTpyje TakBu fma je U,l >0. 3a Box ca

ryounnma, Ty’ BoJa MHTEH3UTETH HAIlOHA B CTPYje MOpPajy OmanaTH, OXHOCHO MPBH M3BOJ] HAIlOHA U CTPYje MO
Z Mopa OWTH HeraTHBaH, IITO je y CKIany ca jeqHaunHama (2.3) u (2.4).

JudepeHunpameM NpeTXoAHa JBa U3pasa 1o Z 100Hujamo
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a HakoH 3ameHe u3pasza (2.3) u (2.4) y u3paze (2.5) u (2.6), jennaumne (2.5) u (2.6) Mory ce cBecTH Ha
JEeIHAYMHE ca jeJTHOM HEIO03HATOM

2,
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Ha ocHOBYy oBora 3akjpydyjeMo Ia Cy W CTpyja W HamoH oapeheHW wucTHM IudepeHIH)aTHuM
jeIHaYMHAaMa, 1a U pellea 3a HAalloOH U CTPYjy Mopajy omtu uctor obnmka. [la OucMo onpenunn pemema 3a
HATllOH U CTPYjy, ocuM jenHadwHa (2.5) m (2.6), omHOCHO jemHaumHa (2.7) u (2.8), pemema Mopajy na
3aJl0BOJbaBajy M oparosapajyhe rpanunune ycmoBe. Ha mouerky Boma (Z=-L) wHamoH je ompelhen
eNIEKTPOMOTOPHOM CHJIOM MJICaJTHOT HAIOHCKOT TeHepaTopa KOjuM ce Hallaja BoJ, a Kako CMO n3abpaiu aa je Ta
eJIEKTPOMOTOPHA CHJIa jefiHaka E,, IpBU IpaHUYHU YCIIOB MOCTaje

ul_, =E. (2.9)

Ha npyrom kpajy Boja, Ha KOMe je BOJ OTBOPEH, MOpa BaXXUTHU Ja je CTPYyja jelHaka HYJIH, OJHOCHO
mopa na Baxu ||, =0, a Ha ocHOBY (2.3) OBaj rpaHMYHH yCIIOB MOXKE C€ HAIMCATH U NPEKO HAIIOHA KAO

LI (2.10)
dz z=0

I'pannunn ycnosu (2.9) u (2.10) moBosbHU Cy 3a pemraBambe audepeHuujanHe jeanaunde (2.7) mo
HanoHy. [lomTo je y muramy mudepeHIHjalHa jeHaYHHA APYrOr pela ca KOHCTAHTHUM Koe(HUINjeHTUMA,
BEHO pelIekhe Mopa OUTH 00JTHKa

U = Ae " +Be?”, (2.11)

npu yemy ¢y A u B xoedunmjentu koju ce oapelyjy momohy rpanumunux yciosa (2.9) u (2.10). 3amenom
nzpasa (2.11) y (2.7) nobujamo

2
% = yz(Ae’yZ + BeYZ): R'G'U = R‘G'(Ae’YZ + Beﬂ). (2.12)

a 6Ou jennaunHa (2.12) Omia 3a70BOJbEHA, MOPA Ja BaXKU y2 =R'G', oxgsocHo? y=~/R'G". IIpema
TOMeE, OIIIITE peliese 3a HaroH U mocraje

U =Ae VRCZ  Be'RG?, (2.13)

! o mcror u3pasza Ou ce JUPEKTHO JOMUI0 ako O0u ce L-monyhenuja ca ciuke 1.1(0) HanpTana Tako na
G' Oyne Ha cTpaHu ynaszHor HaroHa U .

2
Hpyro moryhe pememe y=—+R'G' Hehemo moceGHO pazmarpaTy MOIITO OHO NMPAKTUYHO BOAM MO

UCTHX 3aKJbydaka, a (opMaiHO oarosapa MelycoOHOj 3ameHn Mecta koeduuujeHata A u B y jenHaunHm
(2.112).



Henosunare koeduuujente A u B onpelyjemo nHa ocHoBy rpanuunux yciiosa (2.9) u (2.10). Ha
JIeCHOM (OTBOPEHOM) Kpajy Boja, kaxa je Z =0, Ha ocHOBY jenHauuHa (2.13) n (2.10) nobujamo

v =(—\/R‘G'Ae’ RGZ  JR'G'Be R'G'Zj =JR'G'(B-A)=0, (2.14)

z=0

dz z=0

OJIaKJIe 3aKJby4yjeMo Jia cy koHcTante A u B jez[HaKeg, a 1a ce HaoH U Mo’ke HamucaTu Kao
U= A(e‘VR'G'Z +e R'G'Zj. (2.15)

Henosnaty koHCTanTy A ompehjyjeMo Ha OCHOBY IPeOCTaJor TPaHUIHOT ycioBa (2.9), koju nonazehn
on jenqHaunHe (2.15) mocraje
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ojakie no0HWjaMo Helo3HaTy KOHCTaHTy A=
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. YBpruraBameM oBe KOHCTaHTe y u3pas (2.15)

J001jaMo aHATMTUYKO peliee 3a HaroH U

e—w/R'G'Z_’_e R'G'z
e\/R'G'L +e—\/R'G'L

OBo permeme 3a HamoH pa3MaTpaheMo neTajbHHjE y HAacTaBKy, a KopuctuheMo ra u 3a nopeheme ca
pesynraTnMa J0O1j€HNM METOO0M KOHAYHUX €JIeMEeHaTa.

3 Peuwiertbe MemoooM KOHaAYHUX ej1emMeHama

Kama ce oBaj mpoOneM pemraBa METOAOM KOHAYHHX eJIEMEHATa, jedaH O] NPHCTyIa je Ja ce
nudepeHIyjanHe jefHaYnHe KOje OMHCY]jy OBaj MpoOJieM He pelaBajy AUPEeKTHO, Beh na ce, ymecTo Tora, KpeHe
O]l YMEEHHIIE J1a PACIIOJENA HATIOHA HA BOLY MOpA GUTH TAaKBa TAKO Ja ce MHHHMH3HMpA CHara ryburaka’. Kana
ce OBa HJicja HCKOMOMHYjE ca anpOKCUMAIIM]OM JI€0 IO 10, MPUHIIUI MUHUMATHE CHEPIHje TUPEKTHO BOIM Ka
peniesny moMohy MeTo1a KOHAYHKX elieMeHaTa, kKao mTo he OuTH npuka3ano y HactaBky. OBO je camo jenaH of
HauuHa J1a ce (GOpMYJIHILE METOJl KOHAYHUX eJieMeHara, a y OKBHPY OBOT Kypca Ouhe npeicTaB/beHH U IpyTrU
HAYMHH.

3.1. Pacnojesia cHare u heHa MUHUMMU3alyja

Hako je y onmreMm ciiydajy pesaTHBHO TEHIKO MaTeMaTHYKH €r3aKTHO OJPEJAUTH PACIOAENy CHare y
IIPOM3BOJBHOM CHCTEMY, NPHHIMII MHHUMAJHE €Hepruje Huje Temko (opMmynucatu momohy ampokcumariyje
¢ynkronana. Kopamu y oBom nporuecy cy:

1. M3pasuru cHary ryburaka Bona P, (z) y byHKIHju HaroHa nyx Boga U(z) kao:
P =RU(). (31)
Konkpetan u3pas 3a P; y 0BOM TpeHYTKy HHje OJ HETOCPEJHOT HHTepeca, a Oulie n3BeieH KacHuje.

2. Ilogenutu AOMeH o7 HHTEpeca (KoMIuIeTaH BoJ) Ha K KOHaYHUX cerMeHata, TO jecT K KOHauHHMX
eJieMeHara.
3. AnpoxcumupaTH HatoH ayx Boga U (z) xopucrehu nonecHy anpoKCHMALH]jy 3a CBaKH 0] KOHAUYHHX

eJleMeHaTa y 00Ky

M
U@@)=> afi(@, (3.2)

i=1
npu dgemy cy f;(z) momecHo m3abpaHe yHamnpen mosHare QyHKuHje, Tako3BaHe QyHKnuje 6asuca, a & cy
HETIO3HaTe KOHCTAHTE KOje je MOTPeOHO OApPEeIUTH METOJOM KOHAYHMX ejeMeHaTa. Kaga oBe KoHcTaHTe Oymy

¥ Cnyuaj R'=0 wm G'=0 He 1071a3u y 063up, MOIITO Y TOM CIydajy BOA He i GHO ca rybuimMa y
MPOBOJIHUIIMMA U Y IUEJIEKTPUKY, IITO je Mojia3Ha MPeTIoCcTaBKa.

4 OBo AUPEKTHO MPOU3UJIA3U U3 NPUHIOHIIA MUHHUMAJHE eHeerje KOjI/I, ca Jpyre CTpaHe, nNoTu4c us3
TEPMOJUHAMUKE.



mo3Hare, momohy u3pasa (3.2) 3a cBaku oJf eneMeHarta Moryhe je OIpeIuTH HaloH y OMIIO KOjOj TauKH, a CaMHIM
TUME M HAIOH Ay KOMIUIETHOT BOJIA.

4. Tlomasehn ox u3pasa (3.2), 32 CBakM O] KOHAYHHX eJleMEHAaTa M3Pa3suTU CHary rybouraka P; y
¢bynxuujun dyskmmja 6asuca f; m oxmrosapajyhmx M memosmatux koedummjenara & . Ilomro cy dyHxmmje
Oasuca f; ynampen mosHarte, cHara rybuTaka MOXe C€ HM3Pa3sUTH Kao (QYHKIMja MCKJbY4HBO HEMO3HATUX

koeduuujeHaTa @; y o0nIuKy
P, =Py(ay,ap,.., 2y ) - (3.3)

5. YBecTu orpaHmueme Koje Mopa na Baku 32 KM HemosHaTHX KoedumujeHaTa Tako ga ce 00e30ean
Jla HamoH JyX Bojxa Oyne KoHTHHyanHa (yHkuuja. Ha oBaj HaunH moBe3aHW (OJHOCHO OTpPaHUYEHH) CKYII
(aHcam0On) koHaYHMX eleMeHaTa mocefoBahe N cremenu cinoboze, mpu yemy Baku N < KM .

6. MUHMMM3UpATH CHAary ry0uTaka MojeJMHaYHOM BapHjallijoM HEMO3HAaTHX KoedulMjeHaTa a;, Y3
3a[prKaBabe OrpaHUYCHha ]a HAIlOH YK BOJla MOpa OWTH KOHTHHYyaJTHa (DYHKITHja:
oP .
—2=0,i=12,.,N. (3.4)
a;
Ha ocHoBy oBe wMuHHMm3anmuje onpel)yjy ce HeEmo3HAaTH KOeQUIMjeHTH, a caMuM THM ojapehyje ce
ampoKCcHMaIlFja 3a HamoH ny Boaa. OBJe 107aj MpUdy M3 MaTeMaTHKe 3a oJpchuBame MUHUMyMa (DYyHKITH]je
BUIIIE IPOMEHJBHBE M3 MaTEMaTHKE.

Mertox omnmcaH 10 cafa MONMPUIIMYHO je alcTpakTaH U OTBapa Bpara 3a BEIHKY Pa3HOBPCHOCT METOIA
Kao M 3a BeJUKH Opoj muTama. Ha KoMMKO KOHaYyHMX eneMeHara Tpe0a IMOJEIUTH OPUTHHAIHH JOMEH U 1a JIH
CBHU eleMeHTH Tpebajy outn uctux nmumensmja? Kaksor obmuka Tpebajy ma Oyay ¢yakmmje 6asmca? Ha xoju
Ha4yMH Tpeba yBECTH OTpaHHYCHA KOja alpOKCHMATHBHO pelIekhe Mopa 1a 3amoBosbaBa? Ha koju HaunH Tpeda
cnpoBecTd MuHMMHU3anMjy? OBa W Jpyra NUTamka HEMajy jeIMHCTBEHE OATOBOpE, a Pa3lIMuMTH OATOBOPH
JaeduHMIy pa3nMyKMTe Kilace METOJa KOHaYHMX ejieMeHara. Y OKBHpY OBOT IpuMmepa Ouhe mpukazaHa camo
jenHa on koMOHHaIMja MOTyhux u30dopa.

Jeman on KJby4HHX KOpaka y METOAY KOHAUuHHX eJeMeHaTa, 32 HAuMH Koju he OUTH ommcaH y OBOM
TpUMepy, a KOjU He YHOCH IBOCMHCIICHOCTH j€ TO J1a c€ MUHUMHM3Upa CHara, OJHOCHO CHara ryOHuTaKa y Halem
npuMepy, Ia je mojla3Ha Tayka onpeljuBame HM3pas3a 3a CHary, OZHOCHO 3a cHary rybOuraka. CaMuM THM
MPUMEPEHO je MmoveTH of oArorapajyher m3pasa 3a cHary, OJHOCHO O] M3pa3a 3a CHary ryOuMTaka y Hallem
puMepy.

3.2. EKCluIMBUTHY M3pa3uy 3a CHary

Kako Oucmo oxpeamnu M3pase 3a CHary Koja ce MPEeHOCH BOAOM y (YHKIMjU HAllOHa, a KacHHWje U
u3pase 3a CHary ry0MTakKa Boja, OCMaTpajMo KpaTKy CEKIH]jy Boja Ay:KuHe Uz , eKBUBaJEHTHO MPEICTABIHEHY
Ha caunm 1.1(6). CHara koja ce mpejaje CerMeHTY BOJy ca JICBe CTpaHe jeiHaKa je

R,=Ul, (3.5)
a CHara Kojy CeTMEHT BOJia Ipeiaje OCTaTKy Ha CBOM JIGCHOM Kpajy jeTHaKa je
Pyt = (U +dU )1 +dI)=UI +UdI + IdU +dudl ~UI +UdI + IdU , (3.6)

[P YeMy je y MPETXOAHOM u3pa3y uckopuirheHo 1a ce ABOCTpyKo mHpuHHuTe3uMannu cabupak dUdl moxe
3aHEMapUTH Y OJHOCY Ha ocTane cabupke.

Pasmuka m3meljy cHare koja ce mpeaaje BOAy Ha E-CTOBOM JICBOM Kpajy, U CHare Kojy BOJ Tpeiaje

0CTaTKy Ha CBOM JIECHOM Kpajy Mopa OWTH jeliHaKa CHa3u TyOUTaKa Ha CErMeHTy AyxuHe dz
dP, =R, —P,, =-Udl —1dU . (3.7

[Momro cy 3a panujy npernocrasky U, | >0, Ha ocHoBy u3pasa (2.3) u (2.4), nmpupamraju HaroHa u
CTpyje HEraTHBHH, HAa OCHOBY H3pasa (3.7) 3aKJbyuyjeMo Ja je cHara ryOuTaka Ha CBAaKOM CErMEHTY IyxuHe 0z
MO3UTHBHA, 4 HA OCHOBY TOTa M YKYyIIHAa CHara ryOuTaka BoJia HO3UTHBHA, Ka0 IITO j& U OUYSKHBAHO.

IIpBu cabupaH HAKOH MOCIEIHET 3HAKa jeHAKOCTH y m3pasy (3.7) Moxke ce mocMaTpaTd Kao CHara
ryouTaka y AMeNeKTPHKY, a IPyTH Kao cHara ryouTaka y mpoBogHHIIMMa Boja. Ha ocHOBY m3paza (2.3), (2.4) u
(3.7) cHara rybuTaka Ha CETMEHTY BOJa qy)KHHE 0Z MOKe ce HAaMMCaTH NCKJbYYIHBO Y PYHKIIHjH HATOHA Kao

2
dp, = G'u2+i[d—uj dz . (3.8)
R'\ dz



CabupameM, 0OJHOCHO MHTeTparujoM, dianosa dP; u3 m3pasa (3.8) nobujamo yKymHy CHary ryouTaka
BOJIA

0 0 2

_ _ g, LU

P, = chjPJ_ J.LGU +R,(dz dz . (3.9)
7=— 7=—

Chara ryburaka y Boay u3 uspasa (3.9) oapelena je nckipyunBo monasehu oj ¢pu3HUKMX 3akoHA U
jenHo3HauHo je oxapehena. TexHuWka 3a NpoHaJaXeme HHECHOI AlPOKCHMATHBHOI peEIleHha, OJHOCHO CaMo
aNpOKCHUMAaTHBHO PElICHE, Ca Ipyre CTpaHe, HUje jeJHO3HaYHO, Kao IITo he OMTH MpUKa3aHo y HAaCTaBKYy.

3.3. AnpokcuManyja aeo 1o geo

Kako 6u ce ampoxcumupao HamoH Ayx Bojga U(z), jeqHocTaBaH U ejleraHTaH HAadyuH je JAa ce
HCKOPHCTH Je0-TI0-7Ie0 JIMHeapHa ampokcumMarmja (piecewise-straight approximation). Kommieran Box, y
oncery —L <z <0, uzgenu ce Ha K cermeHara, 0JHOCHO KOHauYHHX €J€MEHaTa, a 38 HallOH Ce MPETIIOCTaBH Ja
ce Mema JIMHeapHO M3Mel)y BpeJHOCTH Ha KpajeBHMa IOCMAaTpaHOT cerMeHTa. Ha MmecTy crnojeBa KOHauHHX
eNieMeHaTa, HalloH MOpa OMTH KOHTHHYaJaH, a 300T MPETIOCTABJbEHE JIMHEApHE POMEHE HAIlOHA JyX CBAKOT
KOHAYHOT eIeMeHTa, HaroH Hehe® MMaTH KOHTHHyamaH (IIPBH) H3BOJ y THM Taukama. 36or Tora mto je U(z)
KOHTHHYaJHa (YHKIIH]a, Moryhe6 je cpoBecTd uHTerpanujy y (3.9).

Kako Ou ce mpouenaypa pemaBamba OBOT mpoOlieMa OpraHM30Bajia HAa HAa4YMH jeIHOCTABaH 3a
coTBepCKy MMILIEMEHTANHjy, HyMepummMo K eneMeHaTa pemoM, MOYEBIIM O] JIEBOT Kpaja Boma Koju he
6utu Hymepucad ca (1) . JleBu u ecHU Kpaj CBaKOT KOHAYHOT eneMeHTa Oulie o3HaueHu cypurcuma ,,1“ u ,,r*,
Kao IITO je WIYCTPOBAaHO HA cuiy 1.2(a) 3a mpUMep ca MeT KOHAYHKX eJIeMeHATa.

Hamon u crpyja Ha KpajeBuMma enemeHTa K o3HauaBalieMO Ha [Ba HayWHa, y 3aBUCHOCTH O]
KOHTeKcTa. [IpBM HauyMH je Ja ce CBAaKOM 4YBOPY MAOICIH jEAWHCTBEH Opoj, Kao LITO je Ha3HAYeHO Ha
cmuiy 1.2(a), a oHAa ce cTpyja M HamoH y ozxpeheHOM 4yBOpy jenHOCTaBHO o3Haue kao Ug mmm lg. Hpyrn
Ha4MH, NOTOJaH KaJia ce He3aBHCHO II0CcMaTtpa jeJaH eJIEMEHT, je Jla ce YBOp O3HauaBa KOMOMHAIHMjoM Opoja
eNeMeHTa KOMe Iporajga ¥ JOJaTHOM O3HAKOM ,,|° win ,,I“ 3a IeBU U ICCHHU KpPaj TOT €JIEMEHTA, PECIICKTHUBHO.
IIpema OBOj HOTaUMjU, HANIOHM M CTPyje o3HauaBajy ce kao U, m U, ., a omrosapajyhe mosuumje kpajena

MOCMaTPaHOT eleMEHTa Kao Z,; U Z, .. IIpeTmocTaBka [a ce HAIOH My jeAHOT KOHAYHOT €JeMEHTa Mema

JIMHEapHO MOJXe ce onucartu cienehom jeqHaunHoM (mpase):

U, -uU
U(z)-Uy, = (z—7,,), (3.10)
Zyr —Zk)
OJIHOCHO, HAKOH cpeljuBama, Kao
z A 72—17
U(z)=—L U, +— U, (3.11)
Zyr —Zk) Zyr —Zky

Panu jenHocTaBHOCTH y HacTaBky hemo m3octaBuTH o3Hake enemenTa (K y mperxomuuMm u3pasmma), a
nomro heMo pa3marparé camo jeJaH eleMeHT, OBO He MOXE Pe3yJTOBaTH HeJBOCMHCIeHoInhy. JeaHaunHa
(3.11) MOXxe ce KOMITaKTHO 3amucaTy Kao

U(2) = oy (2, +o, (2, (3.12)
pu 4eMy ¢y (HyHKIIHje TIO3UIH]je
Z,—1Z
oylz)=—"— 3.13
(2= (3.13)

® U3yserak je ciydaj Kaja Ba CyceHA KOHAYHA €IEMEHTA MMajy JIHHEeapHy MPOMEHY HAMOHA HCTOT
Haruba, Meh)yTUM y TOM MOCEOHOM CTy4ajy Ta JBa KOHaYHA €JIeMEeHTa MOTY ce ToCMaTpaTH Kao jeaH KOHAYHU
€JIEMEHT.

® Momro je U(z) xoutuHyamHa (yHKIMja JIHHEApHA ca 00e CTpaHe Croja CYCEIHHX KOHAUHHX

.du . . .
eneMeHara, QyHKIHja o KOja ce 1ojasJbyje y IpyroM wiaHy uHTerpana (3.9) Moxe nocejoBaTu caMo MpeKus
z

npee Bpcre (jump discontinuity, step discontinuity, oxrocho discontinuity of the first kind), a unrterpaxn (3.9) je
KOHa4YaH U MOXE CC N3pavyyHaTH.



o, (z)= —ZZ _—ZZI| (3.14)

yBEJICHE y CBPXY KOMIIAKTHH]jET' 3aIlica. 32 CBaKM KOHAYHH €JIEMEHT Mory ce QopMmuparu (yHKIHje TOIYT
OBHX.

| 1) rl ) r | ©) rol () rl (5) r
O O O O O O O O O O
O O O O O O O O O O
1 23 45 6 7 8 9 10
(a)
1 2 3 4 5 6
o o
O O
(©)

Cnuka 1.2. Boj ce mocMmatpa kao kackaja net cermeHarta. (a) Hymepaiuja enemenara u yBopoBa Kaja ce
eJIEMEHTH TIOcMaTpajy oaBojeHo. (0) Hymeparmja 4BopoBa HAKOH ITOBE3UBAHA.

VYkymnHa cHara ry0uTaka y BOJQy padyHa c€ Kao CyMa CHara ryOnTaka y cBakOM KOHauyHOM €JIEMEHTY,
OJTHOCHO Kao

K
P = ZPJVK , (3.15)
k=1

npu uemy je Pjy cuara [lymosux ryburaka y xonauHom enemeHTy K, koju ce, monasehu ox uspasa (3.9)
pauyHa Kao
Zk‘r 2
1
P, = j cuz+ (Y oz, (3.16)
R R'\ dz
=4k,

Haxkon 3ameHe anpokcumMaryje 3a HarmoH (3.12) y mpeTxomHu m3pas, 1o0ujaMo J1a ce almpoKCHMAIlija 3a CHary
ryOuTaka y jeJHOM eIeMEHTy pauyHa Kao

R dz " dz

7=7 =7

Z, 2 Zy
Py =~ | [u,%w d“fj dz2+G' [(Ujoy +U,at, Pz, (3.17)

Ha oBoMm mecty m Hamasbe cmarpahemo fga Cy MOAYXHa OTIOPHOCT W mpoBoanoct, R' u G',
KOHCTaHTHE Y OKBUPY j€JHOT KOHAYHOT €JIE€MEHTa, MaKO TO caM METOJ| KOHAaYHMX ejieMeHara He 3axteBa. OBo
TI0j€IHOCTaBJbYj€ UMIJIEMEHTAIM]y METOIa KOHAYHMX eJIeMEeHaTa 3a OBaj IpUMep M J103BosbaBa 1a ce R' u G'
n3BYKy ucnpen unterpana (3.17).

INonazehn on m3pasa (3.17), cHara ryOuTaka 3a jeJaH KOHAYHHU €JIEMEHT MOXKE Ce KOMITAKTHO 3alncaTi
y MaTpH4HO] KBaApaTHOj (GOPMH Kao

1 . U
-y Ul EIshe]|) @19
R u,
IIPU 4eMy Cy [S] u [M ] MaTpHIle JTUMEH3Mje 2% 2 YUjU Ce eJIEMEHTH PauyyHajy Kao
_ [ da; oy
b dz dz

z=7

(3.19)



Z

Mj; = Iaia,-dz, (3.20)

7=7
IpY YeMy HHIEKCH | W | MOry y3UMaTH OWIO KOjy OX BPEOHOCTH ,,| “ wmm ,, I, 3a JIeBy, OOQHOCHO JECHY
CTpaHy eJleMeHTa. AKO JKeJIMMO jOII KOMIAaKTHHjH 3alllC, YBEANMO MaTpHIly METO/Ia KOHAYHHUX eJeMeHaTa Kao

[F]:%[S]JrG'[M]. (3.21)

Haxkon oBora cHara rybuTaka 3a jejaH KOHaYHH €JIEMEHT MOJKE Ce 3aIllMCcaTh Kao jeJHOCTaBHA KBaapaTHa popma
10 HAIIOHUMA MIPUAPYKSHIM KOHAYHOM €JIMEHTY (Ha HeTOBHM I'paHULIAMa)

P =UKIFIUk (3.22)

. T . .
IIpU 4eMmy je [U ]k = [U| Ur] BEKTOp AMMEH3Hje 1x2 HaloHa Ha JIEBOM U JIECHOM Kpajy KOHayHOI eJleMeHTa

k . Jennaumna (3.22) He caMmo Ja je eNeraHTaH U KOMIIAKTaH 3aIKcC ToCMaTpaHor mpobiemMa, Beh u cyrepuiie
HayMH HMIUIEMEHTAlldje MeTOAa, HariamaBajyhu ma cy HOTpeOHM NpOpavyyHH CIMYHH 332 CBaKH KOHAYHH
eneMeHT. [IpemMa ToMe TOTPeOHO je neduHMCATH U MMITIEMEHTHPATH alrOPUTaM 3a MIPOPAYYH jeIHOT KOHAYHOT
eNIEMEHTa, a OHJa TO HCKOPUCTHTH U 32 OCTallc KOHAYHE eIEMEHTE.

3.4. MaTpuue MeTOJa KOHAYHUX eJieMeHaTa

[IpopauyHe y MeTOAy KOHAYHMX eJlIeMEHaTa Haj0oJbe je CIpPOBECTH IPOPAuYyHOM MaTpuLa 3a jelaH
KOHayaH eJIEMEHT [IeTaJbHO, a OHJAa KOpUIINCHEM TOT HEeHM3MEH-CHOI alrOpHUTMA 3a CBakW cielehn KoHayaH
eneMeHT. OBakaB IPHUCTYN Cyrepumie na OM mpoueaype Tpedallo CIPOBECTH, KONUKO Toj je To Moryhe, y
(GYHKIMjH HOpMaJIM30BaHUX MPOMEHJBPUBUX HE3aBUCHUX O] JUMEH3Mja M MOJIOKaja KOHKPETHOI KOHAa4YHOT
enemeHTa. Kako 61cMo TO cripoBeny, yBeIMMO JIOKaJIHy KoopauHaty ( 3a jeJaH THIM4aH ejaeMeHT. O3HaunMo

Jy’)KHHY KOHa4HOT eieMeHTa K ca
Lk = Zk,l’ - Zk,| y (323)

npu 4eMy je Be3a m3Mel)y JiokamHe KoopauHate ( POAMTEIHCKOT €JeMEHTa W Z KOOpAWHATE KOHKPETHOT

(mocMaTpaHOT) KOHAYHOT eJIEMEHTa 00JIIKa

2

(=(z-z7)-1. (3.24)
Ly

Ha ocHoOBY Tpancdopmanuje (3.24) ounriieHo je Aa ce rirodaiHa KOOpAWHATA jeJHOT KOHKPETHOT KOHAYHOT

eneMenTa Z, | <zZ<Zz, TpECIMKaBa y JOKalHy KoopauHarty ( koja je y rpamnmmama -—1<{<1.

Tpanchopmanija KoopauHaTa M3 MIOOATHOT Yy JIOKAJIHM KOOPAWHATHH CHCTEM IpaHyKH je NpHKa3aHa Ha
cimim 1.3(a), a uHBep3Ha TpaHcdopmanyja (M3 JOKAIHOT y INI00aJHU KOOPAWHATHH CHCTEM) MpHKa3aHa je Ha
cnm 1.3(0). Tlpema ToMe, kana ce nmpopadyH MaTpHLa CIPOBEIC Y JOKAJHOM KOOPIHHATHH CHUCTEM, OMOhy
TpaHchopMmaImje HHBEp3HE 0HOj 13 (3.24) MOry ce TOOUTH pe3ynaTaTH y rII00aTHOM KOOPIUHATHOM CHCTEMY 3a
KOHKPETHE KOHAYHE eJIEMEHTE.

Za
ya
AG
1 ) !
4 L, a
0 7, 1 E
-1 -1 0 1 ”
(@) (©)

Cnuxka 1.3. Tpanchopmarnyje n3mel)y J0KaTHOT U III00aTHOT KOOpAWHATHOT cucteMa. (a) M3 rinobanHor y
JIOKAJIHU KOOPJMHATHHU cucteM. (6) M3 nokamHor y rio0aiHu KOOPIMHATHU CHCTEM.



Ha ocHoBy nperxoznHe Tpancdopmanuje, GyHKIHje IO3ULIHK]Ee O H O, MOTY Ce NPEJCTABUTH Kao

1—
w(0)=2" n (3.25)
a,le)- 225, (3.26)

TaKo J1a ce arpoKCcUMaIja 3a HarmoH u3 (3.12) Moske HamucaTu Kao
U(Q) =U1o4()+Uya, (©). (3.27)

Wurerpanmja n audepeHnypame HEONXOAHM Kako OW ce onpeawna cHara ryOuTaka y jemaHoM
KOHAYHOM €JIEMEHTy, Ka0 U OCTaJd HEONXOAHU NPOpauyyHH, JaKO CE€ MOTY CIPOBECTH Y JOKaJTHOM
KOOPJMHATHOM cHucTeMy. Ha mpumep, npBu M3BOA HAIOHA IO TJI00ANHO] KOOPAWHATH Z JIAKO j€ CHPOBECTH Y
JIOKJIHOM KOOPANHATHOM CHCTEMY Kao

du _du dg (u day | da,ji_ur—u,
. =2 -1
dz dg dz d¢ d¢ Ly
OBaj W3BOJ KOHCTAaHTAaH je 3a jelaH KOHA4YaH CJIEMEHT, IITO je OUPEKTHA IIOCIeAnIia N30opa ampoKCHMAIIH)je
HallOHa Kao MAe0-TI0-[e0 JIMHeapaH. MHTerpampja HEONMXOIHA 3a MPOpadyH cHare ryOuTaka, MOMYT OHE Yy

kBanpatHOj ¢opmu (3.18), Takohe ce MoKe cIpoBecTH y OONMHKY y KOMe He (DUTypHUIle OyKHHA KOHAYHOT
enemenTa. Y jenmHaunHu (3.18) maTpuie [S] u [M] OJIHOCE Ce Ha KOHA4YHH €JIEMEHT ayxkuHe L, . YBeammo

(3.28)

HOpPMAaJTU30BaHE MATPHIIC [§] u [I\z] KOj€ 3a/I0BOJbaBajy

5]- %[5] n (3.29)

[Vi]=-2[m]. (3.30)
Ly
Hopmanusanuje (3.29) u (3.30) yBeaeHe cy Tako Ja HAKOH MHTErpaIfje y POIUTEIbCKOM JdomeHy —1< <1,y

n3pasuMa 3a eJeMEHTe HOPMAaIN30BaHHUX MaTpHIla [S] U [M] HUIZle He (UrypHIle Ay>KUHa KOHAuyHOT
€JIEMEHTA, a €JIEMEHTH OBUX HOPMAJIIM30BaHUX MaTpHUIa npopaHyHaBajy ce Kao:

doy doy doc, da,

—dg —d¢
~ , 46 dg , 46 dg
s]=| < - " (3.31)
do, doc, o J‘ do, dOLr
J g T
1 1
joqoqd@ ja,ardg
W]=| s S - (3.32)
Ja,a,d(; Ja,ardq
¢=-1 ¢=-1

Naxo mzpazu (3.31) u (3.32) usrnenajy peaaTUBHO CIIOXKEHO, TH M3pa3H C€ PEJIATHUBHO jEIHOCTABHO
IIpopayyHaBajy, 003MpOM J1a Cy HOAWHTErpaiiHe (GYHKIHM]j€ jeTHOCTAaBHH TOJIMHOMM:
1 1

2
o dl= |o,0df=—=, (3.33)
Jece L
1
ja.ardg =% , (3.34)
¢=-1

1
doy doc| B do, da, .. 1 .
K- dc = j dc = (3.35)

J g de 2



1
% dc‘l"f dc = —% . (3.36)
2, 0 de
Csu enementu mMatpuna (3.31) u (3.32) cy KoHCTaHTH OpOj€BH, a MaTPHILE [§] u [I\ﬂ CBOJIE CE Ha
=1 1] 1 -1
S|== 3.37
S5, il (337)
~1 1|2 1
M|== . 3.38
M-3] 5 (3.38)

Ha ocnoBy cBera oBora, momazehn oz m3pasa (3.18), uzpa3 3a cHary ryOuTaka y jeJHOM KOHAYHOM
€JIEMEHTY CBOJIM CE Ha

11[ 1 -1 L2 1]

Pre=lr U RL|-1 1 6|1 2|||u,

(3.39)

Cana xazga cMO OJIpEAWIN alPOKCHMATHBHU M3pa3 ca CHary ryOMTaka y jeZIHOM KOHAYHOM EJIEMEHTY,
ocTaje Ja ce ofpeny yKyIHa cHara ryOuTaka y BoAy cabupameM CHare ryOurTaka 3a CBakM KOHAYHH €JIEMEHT,
kao y (3.15), a onaa cnpoBecT MMHMMM3aLlKjy T€ CHAare 1o HaNnmoHMMa 4BopoBa enemeHara, U;. Oso he 6utn

CIIPOBE/ICHO y HApEIHOM JIeIy.

4. 'no6a1Ha MuHUMuU3ayuja

JlokanHe jemHauMHE KOj€ OMHUCYjy MNOjEeAMHAYHE KOHAYHE CJIEMEHTE Cy CCCHIMjalIHE, alli caMe HHCY
JIOBOJBHE J1a ce pelH npodbieM. 3a penraBame NpodieMa HEOKXOJHO je 3HATH M KaKO Cy SJICMEHTH MOBE3aHH, a
Te Be3e OIMCaHe Cy y HACTaBKy. Y OBOM HOIVIEAy METOA KOHAaYHUX ejleMeHara mnoaceha Ha Teopujy
eNEeKTPUYHHX Koyia. [la OM ce eNeKTPUYHO KOJIO peIHyIo IOoTpeOHa Cy ABa CKymna jeaHaywHa. [IpBH ckyn
jemHayMHa OMmUCyje KOHKPETHE eJIEeMEHTE eNCKTPUYHOr Koja (Ha IpuMep, OTHOPHHK, KajleM W KOHICH3aTop),
00MYHO Kao Be3y M3Mel)y HalmoHa ¥ CTpyje MOCMATPaHOT eIeMEHTa eNIEKTPUIHOT Kouia. JIpyru cKyn jenqHadynHa
OTIHCYj€ TOTIOJIOTHjy Koa (Beze n3Mel)y KOHKPETHHX eJeMeHaTa eJICKTPHUYHOT KoJia), a OOMYHO ce Te jeTHaYNHE
IUIITY 110 TPBOM U apyroM KupxodoBom 3akony.

4.1. lloBe3uBame ejieMeHaTa

CKyIl CBUX KOHaYHUX €JIeMEHAaTa KOju YiHe BOJI ca TYOHMIIMMa MOTY c€ TocMaTpaTH Kao Kackazia Mpexa
ca JBa MPUCTYyIa, [IPH YeMy Cy HamoHW Ha mpuctynuma mpexe K U, u U, .. AKo ce KOHaYHH €IEeMEHTH

TocMaTpajy Kao He3aBUCHE MpEeXe ca JiBa IPHUCTYIa, MPUCTYIH THX Mpexa Mopajy ce MeljycoOHO moBesaTH.
Jpyrum peunMa, J03BOJBEHO je NOACIMTH DA3IMYWTE O3HAKE HANoOHA Ha JIECHOM Kpajy jeJHOT KOHAdyHOT
eJIEMEHTa W JICBOM Kpajy cliefieher KOHA4yHOI' eJIeMEHTa, ald HallOH Ha TOM CIIOjy Mopa OWTH jeIHMHCTBEH,
TIOIITO Cy €JIEMEHTH TToBe3aHu. J{a OM ce jeaHOCTaBHHMjE OIMHMCANI0 KaKo Cy eIEMEHTH MOBE3aHU, HA HAYMH KOjH
OJIaKIIaBa MPOPAvyH, YBOPOBMMA KOHAUYHUX eleMeHaTa (KpajlbuM TadkaMa eleMeHara) Owhe natu riobaimHn
MHJCKCH, Kao IITO je HasHauyeHo Ha ciuim 1.2(0). OBakBO 03Ha4YaBame Ha3BalieMO MOBE3aHO HHICKCHPAIHE
(connected numbering), kako GucMo ra pa3THKOBaIK O] HEMOBE3aHOT HHAeKcupama (disconnected numbering)
npukazaHor Ha ciuuu 1.2(a). Kaga je noTpeOHO pas3imkoBaTH Jia M C€ KOPHUCTH TOBE3aHO HIIM HEMOBE3aHO
HHJEKCHpame, kopuctuhe ce ,,coN“ wmu ,,dis* excroHenTn. Ha mpumep, HAmoH Ha JECHOM Kpajy Tpeher
KOHa4YHOT €JIEMEHTa, O3HaueH je MHAEKCOM 6 KOJ HernoBe3aHOI HMHICKCHpabha, OJHOCHO HMHAEKCOM 4 KOA
MOBE3aHOT MHJIEKCUPatha, OJHOCHO BaXKH

Uy, =UJ® =" (4.1)

Kpo3 oBa /1Ba HauMHa MHIEKCHpama MpHKazaHa cy /aBa riaexumTa. [IpBo, mirycrpoBano ciankoM 1.2(a),
rocMarpa KOHauHe eJIEMEHTe Kao He3aBHCHE IennHe. [IeT koHauHuX eeMeHara onucano je nomohy 10 Hamnona,
JIBa HAIllOHA II0 €JIEMEHTY, a TH HAIlOHHW ITOBE3aHH Cy Be3aMa u3Mel)y KOHauHuX ejleMeHaTa. [[pyro rieaumre,
rpadu4KH NpeCTaBbeHO clMKoM 1.2(0), mpuapyXyje HaloHe KOHAYHUX eJIeMeHaTa IJI00aJHUM YBOPOBHMa, a

MOJIeN BOJa ca IMeT KOHAYHHX ejleMeHara (KOju IMoceqyje MIeCT HEe3aBUCHHUX YBOPOBa) (OPMHPAjJy CHUCTEM O]

IECT HCACJbMBUX BEC3a KOje Cy omnmcaHe HOMOhy mIeCT HallOHa YBOPOBa O Ulcon a0 Ugon . 3a npuMep ca neT

KOHAYHUX €JIeMEHaTa ca CIHKe 1.2, HaloHW KOJ| HENOBE3aHOT MHIEKCHPama IOBE3aHU Cy Ca HANOHHMA KOJ
: 7
ITOBE3aHOT MHJIEKCHPamka MOMONy MaTpUYHE jeTHAaYNHE

’ Ha mpa3sHuM MeCTHMA MATPHIIE OAPa3yMeBajy ce BPeAHOCTH HYIIA.



'Uldis’ K 7
Ugis
Ué“s Ulcon
Ugis Ugon
dis con
SZdis = 3})” (4'2)
U;ﬁis Ugon
Ugis Ué:on
Ugis
v | 1

[IperxoaHa MaTpuyHa jeJHaYMHA CYLIITHHCKH TIOKa3yje Jia ce IIeCT HallOHa YBOPOBA MPUAPYKEHUX HeT
MIOBE3aHUM KOHAYHMM €JIEMEHTHMa MOXE IIOCMaTpaTé Kao JECET KpajlbUX HAllOHA eJIeMEHara, IpH 4eMy ce
JEAHO MHIEKCHpPAmke YBOPOBA MPECINKaBa Ha JPYro MHICKCHpPAme YBOpOBa MOMohy mpukaszaHe marpuie. Opa
Be3a M3Mel)y OBE3aHNX M HETIOBE3aHUX HAUMHA MHJICKCHPAba, KOj€ Ce MAaTPHIHO MOJKE MPEICTABUTH Kao

[Udis] :[C][Ucon] (4.3)
00uYHO ce HasuBa TpaHchopMmaruja moBe3anocTu (connection transformation). Ta tpancdopmanuja mokasyje
KOja OTpaHM4erba MOPajy Jia 3al0BOJbE HAIIOHM HEMOBE3AHUX €leMeHaTa [Udis] Kako OM ce JOOMIM HalloOHU
KOHAYHHUX eJleMeHaTa [UCO“] y moBesanoM cucremy. Matpuna [C] o6uuHo ce HasuBa MATpHIa MOBE3AHOCTH

(connection matrix).

VkymHa cHara ry0uTaKa 3a BOJ MOXE Ce Jajbe HalucaTH OmiIo moMohly KpajibMX HAIlOHA eJieMeHara,
OWUIIO IPEKO HAIIOHA YBOPOBA y HEMOBE3aHOM CHCTeMY. YKYIIHa CHara ryGuTaka y BOAy MOXE Ce HaIllucaTu 0o
Kao cyMa CHare ryOuTaka I0jeAHHAaYHUX €IEMEHaTa, Kao IITO je HaBeAeHO y (3.15), WM eKBHBAJCHTHO Kao
KBazpaTtHa (hopMa obinKa

Py = [U dis]T

2
Rily

s]

S

2
Rol,

5]+

Gil,
2

]

).

(4.4)

2 ~
Rl sl

s ]

cnuaHo kao y (3.18). Marpuna koeduimjenara oBe kBaapathe (opme je 6ok-aujaronansa (block diagonal).
CacToju ce o Hyja M3y3eB MOJMAaTpHIla AMMEH3Uje 2X 2 KOje Ce Haja3e Ha IIaBHO] JUjarOHaId KOMILICTHE

Matpuiie. CBaka oBa mojmarpuia (aujaroHase 2x2) oAroBapa jeJHOM KOHAYHOM €JIeMEHTY. Ako ca [Fd's]

03HaYNMO MaTpuly oBux koedurujenara (qumensuje 10x10 3a mpuMep ca meT KOHAYHUX eIeMeHara), OHa ce
YKyIIHa CHara ry0uTaka y OBOM IPUMEpPY MOYKE HAITHCATH Kao

b o]

Hamonn 4yBopoBa y HemoBe3aHOM cuctemy, nosnasehu on penamuje (4.3), Mory ce u3pasutu nomohy HaroHa
YBOPOBA y IIOBE3aHOM CHCTEMY, I1a M3pa3 3a CHary ryouraka BoJa IocTaje

p =] eI [Fes]icTu =],

(4.5)

(4.6)

[pH YeMmy ce ca

[F=r]=[eT [Fo]ic]

MOXEC O3HAYUTHU q)HHaJ'IHa MaTpuna KOG(i)I/IIII/Ij €HaTa 3a NOBE3aHU CUCTEM MHJACKCHUParba.

(4.7)

Axo ce y3Me J]a Cy CBU KOHA4YHHU €JIEMEHTH ucTe AyxkuHe L., n na je Box yHudopmaH Tako ja ce

noxyxHa ornopHoct R' m mpoBomnHocT G' He Memajy IOy BOAa, OHAA cy (HMHAIHE MaTpuie (3a MOBE3aHO
HHJIEKCHPAabE) 3a IPUMeEp ca MeT KOHAYHUX eJieMeHaTa



1 -1 ]
-1 2 -1
-1 2 -1
LT sIel-Z g leT el M )
-1 2 -1
L _1 1_
. )
1 4
oleTmlcl=selT =S~ * 1, | | @9)
4 1
L 1 2_
VYkynHa cHara ryouraka je (GpMHaIHO
P =[ucon]T(§[ Tslcl+ecTM]c ][uw ], ommoco (4.10)
PJ :[Ucon]r [Fcon][ucon]. (4.11)

Ocraje HaM jomI Ja OApEeINMO YBOpHE HAIOHE (3a MOBE3aHO WHACKCHpame) Koju he MUHMMHU3HpaTH
cHary ryouTaka.

4.2. MuHumMu3ayuja yKynHe cHaze 2yo6umakda

duHaTHE KOpaK y MpOHANAKEHY pellerka 3a pacHojelly HaloHa IyX BOAa ca ryOumuMa je
MHUHHMH3aL}ja CHare ryOMTaka BapHjallijoM YBOPHHUX HAIOHA. Y CTBapH, CBH KOpalH 1O Cala jeIUHO CY
cIyXwinu 3a onapehuBame yKymHe cHare ryomraka y (yHKIMjE KoHayHOr Opoja YBOpHHX HAaloOHa,
omoryhaBajyhu npuMeHy 3akoHa Jla HallOH MOpa UMAaTH TaKBY PacliofieNly Ja ce MUHUMH3HMpa CHara ryouTaka.
MuHuMH3aMja cama 1o ce0x MaTeMaTHYKU HUje 3aXTeBHa.

CBaky YBOPHM HAIlOH AYK BOJA MOXXE ce CI000JHO MEHmaTH, M3y3eB HANlOHa Ha CTPaHU BOJA KO
reHeparopa. Haron y ToMm uBopy ozapeljeH je HalmoHOM reHepaTopa W HHje He3aBHCHa NpoMeHsbuBa. IIpema
TOME, MUHMMH3alija cHare ry0uTaka MO)Ke Ce CIPOBECTH BapHjalljoM CBHX YBOPHHX HAIlOHA HM3Y3€B TOT
HarmoHa. AKko je cucteMm omnmcaH ca N UYBOpHHMX HamoHa, IudepeHIupame ce Moxe crposectn mo N -1

Ha3aBHCHMX YBOPHMX HaroHa. AKO y3meMo 1a je uBopHu HarmoH U°" onpeleH remepaTopom, yKyrHa cHara
ryouraka Ouhe MUHIMaTHA aKO BaXKH
ok
oug"

=0, k=23..N. (4.12)

Hakon npumene (4.12) Ha jennaunny (4.11), MUHIMH3aIMja cHare TyOWTaka pe3yiTyje MaTPUYHOM
jenHaumHoM ca N KoJOHa, jeTHOM 3a CBaKM YBOPHH HamoH, aiu camo ca N —1 BpcToM (110 jeZIHOM 32 CBakKHU Of
YBOPHUX HAMOHA KOjH Ce MOTY HE3aBHCHO Memarn). Ha mpumepy ca mer konaunux enemenara (N =6),
MUHHMH3AIHja CHATE PE3YITYje

~ _U con'|
For Fop Fpg Fas | e
Fau Fgp Fag e

: : us con | = 0. (4.13)
Fss  Fsg e
_F61 FGS FGGJ U con

[IpeTxonHa jegHauWHA MOXE CE€ HANUCATH W y CTaHAapAHoM oOiwky. Y 3amucy (4.13) moxe ce
VYHHHTH JIa je CBMX IIeCT HaloHa HEmo3HaTo, mTo Huje Tauno. Hamon U;°" Ha kpajy Boja ka reseparopy je
no3Hat. [IpememrameM OBOT WlaHa HA JECHY CTpaHy jenHadune (4.13) gonazumo jo



(Fyy Fp oo F][U zcon_ - leulcon_
Fso Fas Uz || = Fau™"
: U |=| = FpU" |- (4.14)
Fss  Foe [[Us™" | | —FsUr™"
| Fe2 ~ Fes Fee||Ug™" | |- FeUr™" |

Marpuuna jeqnaunHa (4.14) moceayje OHOJMUKO JIMHEAPHUX anreO0apCKuX jeMHAYMHE KOJMKO MMa HE3aBUCHHUX
YBOPHHX HamoHa. Hermo3HaTH YBOpHU HATIOHU TOOUjajy CE Kao PEICHE TOT CHCTEMA.

5. Pewerse

VY HacTaBKy Cy NpHKa3aHa peliermha NoOWjaHa aHaJHTHYKH W METOAOM KOHAuHHX eJeMeHara 3a BOX
myxuse L=2m, mogyxse ormoproctn R'=10Q/m u moxgyxHe nposoxsocty G'=1S/m, mpu gemy je 6poj
KOHa4YHUX eneMeHara K mpoMeHJbUB.
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Crnuka 5.1. AHATATHYKO B HyMEpPHYKO pememe 3a K =2,
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Cruka 5.2. AHaITUTHYKO U HyMepHiKo pememe 3a K =5.
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Cnuka 5.3. AHanUTHYKO M HyMepHiKo pememne 3a K =10.
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Cnuka 5.4. AHaJIMTHYKO U HyMEpHYKo pemere 3a K =20.

Ca mpuka3zanux rpaduka BUAUMO Ja ce 0e3 003upa Ha Opoj koHayHHX eneMeHara ( K ) Hymepudyko u
AQHAIIMTHYKO pelIee HMIeaHO IOKJIanajy Ha JIEBOM Kpajy Boja (Z=-2M), WTO je JAUPEKTHO HAMETHYTO
IpPaHUYHUM YCJIOBOM Ha TOM MecTy. 3a K =2 BuauMo na ce HyMEpHYKO pelllermhe 3HauajHO pasiiuKyje O
AQHATUTUYKOT, KaKO Y YBOPOBHMA, Tako U u3Mely mux. Ca mopactoMm Opoja KOHAYHUX eJeMEeHaTa HyMEPHYKO
peleme cBe ce 0oJbe Mokiana ca aHauTHikuM, a Beh 3a K =20 ca rpaduka npakrnuno Huje Moryhe younTu
pasuKy.

Kako 6ucMO wWchuTand moHalame pemerma, ucth npodimem (L=2m, R'=1Q/m u G'=1S/m)

pemreH je 3a pasauuur Opoj koHauHux eigemeHata (2< K <5000), a Ha cimuuum 5.5 je npukasad KopeH u3

Cpefiibe KBaJpaTHE IPEIIKE pellietha JTOOMjeHOr METOJOM KOHAYHHX eJIeMEeHATa Yy OJHOCY Ha aHAIUTHIKO

pemresbe. ['pemika je padyHata camMo y YBOPOBHMAa KOHAYHHX eJieMeHara. Pe3ynTatd Cy NpuKa3aHu y

JIOTApUTaMCKOj CKaJIH, a Kao MPOIeHA TOKa IPeIiKe, Ha CIHIH je MpUKa3aHa M (YHKIHja TPOTIOPIHOHATHA Ca
1

K 2018
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Cnuka 5.5. Kopen u3 cpenmbe KBaipaTHe Ipelike HyMepUUuKor pelema y pyHkuuju K .

ExcriepuMeHTaHU pe3yiTaTH ca CIHMKE 5.5 MOoKa3yjy /1a KOpeH U3 Cpe/he¢ KBaJpaTHE IpEIlKe Omaaa
MPAaKTUYHO Kao KBajpaT Opoja KOHAYHHUX ejieMeHaTa. [10cToju TeopHjCKO 00jalllkbehe 3a KBaIpaTHy 3aBHCHOCT
MpUKa3aHe rPelke, y MTa ce He MOXKEMO YIIYIITaTH Ha oBoM Mecty. Ca nasbum nosehambem Opoja ereMeHarta,
JI0 M3paxkaja Ou JOIIIa Tpelika KOHAUYHEe TAauHOCTH MPECTaBJbalba PeATHUX OpojeBa Ha padyHapy, Tako Ja ce
HAaKOH Tora ca nmoBehamem Opoja KOHAUYHUX elleMeHaTa He O moBehaBaja Ta9HOCT CHMYJIAIH]e.



