1 lbyTH-KoTecoBe MHTerpanuoHe popmysie

BbyrH-KotecoBe dopmyne cy jenne on Hajuemrhe xopumheHHX HauMHA 3a HYMEPHUKY HHTErpanujy.
3acHuUBajy ce Ha CTpaTerWju 3aMeHe CIIOKECHUX (QYHKIMja WM TaOeluMpaHuX NOAaTaka jeAHOCTaBHU)jUM
anpoKCMMaTHBHUM (DyHKIIMjaMa Koje Ce MOT'Y jeTHOCTaBHO MHTerpanuTH. OBO ce MaTeMaTHYKH MOXKE 3alncaTi
Kao
b

b
l=|f (X)dX =~
Xla X

IIpU 4eMy je fn(x) anpokcuMaTuBHa QyHkuuja. OBa (yHKIHMja 00MYHO ce 3a1aje y GpopMH MoJMHOMA N -TOT

o ()l (1.1)

pena xao
foX)=ay +ax+a x2+...+a_x"‘1+a x". 1.2
n 1 2 n-1 n

Kao npumep, Ha ciuiu 1.1(a), 3a anpokcuMmatiBHY (YHKIH]y UCKOpHITNEH je MONMHOM IpBOT pena (mpasa
JUHMja), a Ha et 1.1(0) monuHoM Apyror pena (mapabosa).

flx) filx)
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Cnuka 1.1.

Wurerpanu ce MOry anpOKCHMAaTHBHO (HyMEPHYKH) W3PAaYyHATH M TAKO INTO Ce AlpPOKCHMATHBHA
(byHKIMja KOPUCTH HA JIE0 10 JICO MHTETPAI[MOHOr MHTepBaia. Y BehMHH CilyyajeBa OBU JICTIOBH CY jeHAKHX
nyxuna. Kao mnpumep, Ha ciuud 1.2 3a uHTerpamjy (QyHKIWje HCKOpUImheHe Cy TpH JIHMHEapHE
anpokcuMaTuBHe (QyHKIMje. Kako OM ce mocTturia BuIla Ta4YHOCT, MOTY C€ KOPHCTHTH M alpOKCUMAaTHBHE
(byHKIMje BULIET peJa IIpU YeMy ce JOMEeH UHTEerpalyje ey Ha BUIIe CerMeHara.
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a b z

Cnuka 1.2.

ITocroje nBa Tuna bytH-KoTtecoBux dhopmyna. Bbbyra-KoTecoBe Gopmyre 3aTBOpeHOT THIIA KOPUCTE CE
Kaua cy BpemHocTH (pyHKIMje Ha TpaHMIlaMa JOMeHa HWHTerpaiuje mo3Hate (cnuka 1.3(a)). BbytH-Korecose
(hopMyIie OTBOPEHOT THMA KOPUCTE CE€ Kaja Cy TpaHMIle MHTETpalHje IMHpe Of JOMEHa Yy KoMe je (QyHKIHja
no3Hata (cimka 1.3(0)). Bbyra-KorecoBe dopmyne oTBopeHor Tmma y cebu caapxe u onapeheHe enemeHTe



ekcTpanonandje (yHkmmje, a oBe (opMyIe PEeTKO ce KOPHCTE 3a pelaBame oAapeeHMX HWHTerpaja, ma ce
HajaJke HeheMo 0aBUTH BHUMa.
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Cnuka 1.3.

1.1. Tpane3Ho npasu.10
Tpamesno mpaBuio je jeana on Hajuenihe kopuinhenux bytH-KoTecoBux (opmysa 3aTBOpEeHOT TUIA
3a HyMEpHYKy HMHTerpanujy. Tpame3Ho mpaBmiio olIroBapa CHTyallMjH Kajia je anpoKCHMMaTHBHAa (yHKLUja y
¢dopmynu (1.1) monuHOM TIPBOT pefa, a Tajaa ce HyMepuiKa HHTErpalldja MOKe CIIPOBECTH Kao:
b b
| = j f(x)dx ~ j f,(x)dx, (1.3)
X=a X=a
IIpU YeMy ce JIMHeapHa (QyHKIH]ja fl(x) MOJKE HAIMCATH Kao:
(0= (@) 101 ) Lo
b-a
3amenom ¢yHkuuje u3 (1.4) y (1.3) HyMepuyKoO pelemhe OpUrHHATHOT HHTEerpaa je

| ~ 'T (f(a)+@(x—a)}dx=(b—a)w, (1.5)

X=a
LITO NPEJICTaBIba TPANE3HO MIPABUIIO HYMEPHYKE HHTErpaluje.

V ciyuajy jeaHoauMenH3HoHnX GyHKIHja, oapel)eHOM MHTerpay oJroBapa MmoBpinHa’ m3Mely Kpuse
onmcaHe (YHKIHjOM KOja ce MHTerpaiu H amcuuce ( X -oce). [[eoMeTpHjcKH mocMaTpaHo, TPAIe3HO MPaBHIIO0
oJroBapa amnpoKCHMAallMju HHTerpaja nocMmarpaHe (yHKIMje MOBPLIIMHOM Tpames3a 4Yuja je jeJHa CTpaHula
JIMHEapHa anpOKCUMAaTHBHA (YHKIIHja fl(x) KOja IpoJia3u Kpo3 BPEeIHOCTH (yHKIHMje HA TpaHUIaMa JOMEHa

MHTerpaluje, Kao IITo je NpuKa3aHo Ha ciunu 1.4.

fx)

fb)

fla)

/ a b x

Cnuka 1.4.

Jpyraumje mocMaTpaHo, HyMepHYKa (alpOKCHMATHBHA) BPEJHOCT MHTErpalia MOXKE Ce 3allicaTd y
00Ky

! Kaza je Ta moBpIMHa M3HA aNCIKCe, IPHAPYXKYje joj Ce MpeIsHaK mIyc. Y CympOTHOM, PHAPYXKYje
jOj ce mpea3HaK MUHYC.



I ~(b-a)f,, (1.6)

npu yemy je f,= Cpelfba BPEOHOCT alpOKCHMAaTHBHE (YyHKIIHje fl(x) Ha HHTETPalMOHOM

f(a)+ f(b)
2

uHTepBaly a<X<b. 3romHo je mpumernTH na ce cBe IbyrH-KoTecoBe dopmyne Mory HammcaTH y ONIITEM
006mmKy (1.6), mpu gemy ce cpenmba BpeIHOCT (GYHKIHje pa3IuKyje Y 3aBUCHOCTH O] CTEIICHa allpOKCHMAITH]e.

1.1.1. T'penika Tpane3Hor npasuja

Kana ce nHTerpan nocmarpase ¢GyHKIHje f(x) padyHa Tpame3HHM NPaBHIOM, OUUTJIECAHO je aa he, y

OIIITEM CIIy4ajy, MocTojatu onpelena rpemka. [Ipumep Kana Tpamne3Ho MpaBUIIO PE3YiTyje BEIMKOM IPEIIKOM
IIpUKa3aH je Ha cium 2.6, npu yemy je ¢byHKIM]a ca CIIHKe o0nnka

f (x) =0,2+25x—200x% +675x> —900x* +400x°, a uHTerparonu uHTepBan je 0< X <0,8. OBaj uHTErpan
MOJKE C€ PeIINTH aHAINTHYIKY, a TagHo pememe je 1,64053333 333334 . dopmyrna 3a mpoLeHy IpenIke HaKoH
JjEeOHOCTpYKE MpHUMEHE TPAIle3HOT IPaBHJIa je

_ 1., R
e=—f"Efb-a), (L.7)

npu yemy je a<&<b. Jennauuna (1.7) ykasyje Ha TO 1a aKO ce TpaIle3HUM MPABUIOM CHPOBOIM HHTErpaLyja

nuHeapHe ¢yHKIuje aa he rpemka OuTH jenqHaka Hynu. Y CyNpoTHOM, 32 (DYHKLHMje KOjUMa JPYTH WM BHIIH
U3BOAM HE WIue3aBajy (GyHKIHje KOje MMajy 3aKpHBJHCHOCT), TPAIC3HO MPABUIIO pe3yiaToBalie TpemkoM y
OIIIITEM CITyYajy.

fix)

2.0 —

Error

Integral estimate
0 0.8 x

Conka 1.6. f(x)=0,2+25x—200x? +675x> —900x* +400x° 3a 0<x<08.

1.1.2. BumiecTpyKa npyMMeHa Tpane3Hor npaBujia

Jenan on HauMHA Ja ce MOOOJBIIA TAYHOCT TPAIE3HOT MPaBMIIA je a Ce UHTEIPalliOHN MHTEpBa Of a
10 b monenu Ha Behu Opoj cermeHara, a ja ce OH/Ia HA CBAKOM OJ1 TUX CErMEHaTa MPUMEHH TPare3Ho MPaBHIIo,
Kao IITO je WIYyCTpOBaHo Ha ciauuy 1.7. BpenHocT mHTETpana Koju oroBapa CBaKOM OJ1 OBHX CeIrMeHaTa cabupa
ce, TaKo Jia ce Ha Kpajy Ao0Hja BpEJHOCT KOja OAroBapa MHTErpaiy 3a LeEJOKylaH MHTepBal ox a 1o b.
Pesynryjyha jennaurHa Ha3uBa ce KOMIIO3WTHA HHTETpaIioHa (Gopmyra.
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Cnuxka 1.7.

Ha caunm 1.8 npukasad je ommurty ¢popmar 1 HOMEHKIATypa Koja hie ce KOpUCTUTH 3a KapaKTepHu3alujy
KOMITO3UTHE HHTerpannone ¢opmyine. bpoj jemHako ynajbeHHX Tadyaka HyMEpHUKe HHTerpamuje je Nn+1
( Xgs 45 X5 -y X,y ), OIHOCHO OpOj cerMeHata je N, a Jy>KHHa CBAKOT CETMEHTa je

b-a

h=2"2 (L8)
n
fx)
f(x1) f(xz)
flx,_3)
( n - 2)
L fx -
f(xfr - ])

f(X”}

W
N

%

o X1 X3 A3 An-3 Xp-2 Xp_1 X x
h= bh—a
n
X, To=1
Cruka 1.8.

Axo ce rpaHHIle HHTeTpana & u b obenexe ca Xy U X, , PECIIEKTHBHO, ITOJa3HH MHTETpall MOXeE ce
Harnucary y o0nuKky

| = .b[f(x)dx= X‘ff(x)dx: Tf(x)dx+ Tf(x)dx+...+ Jﬂf(x)dx. (1.9)

[IpuMeHOM Tpare3HOT MpaBWIIa Ha CBAKH O] MHTETpalia HAaKOH IOCIeIber 3HaKa jenHakoctd y (1.9) mobujamo
HYMEPUYKO pelIeHkhe HHTErpana

o fe) 1) ) fl) | Fba)e 1)
2 2 2
OIHOCHO HAKOH Ipymucama 4JaHOBa

(1.10)

| zg[f(xo)+2(ri f(x )} f(xn)]. (w11)



[IperxoxHa jenHadunHa MOXKE CE MPEICTABUTH Y CTaHAApIHOM 00Ky (1.6) xao

n-1

f(xo)+ 2(.2_1: f(x )]+ f(x,)
- :

Pasnomax u3 m3pasa (1.12) mpexacraBipa OTeXKaHy CpPEAmY BPEOHOCT (HYHKIHjE f(x), IIPH 4EMY CY

I ~(b-a) (1.12)

Koe(DUIMjEHTH TeXXHMHE YHYTPALIbUX Ta4aka HHTerpaluje 2, 10K je KoeQUIMjeHT Te)KHHE KpajibHuX Tayaka 1.

I'pemika KOoMIO3WTHE HMHTETpamuoHe (Gopmyre Moxke ce MOOWTH calHmpameM Tpemlaka 3a CBaKé O
MoJIceTMEHATa Ha KOjH je IPUMEH-CHO TPAIe3HO MPaBUIIO, mTO, moazehn ox popmye (1.7) maje

_aB N
=l

IpU 4emy je f”(EJi) Jpyru u3BOJ (QyHKUHUje f(x) y Tauku &; KOja ce Hala3d Herje Ha HOJCeTMEHTy i,
OJHOCHO 3a KOjy Baxku X;_; <&; <X;. IIpeTxonHu u3pa3 Moxe ce I0jeAHOCTaBUTH yBoaehu cpeimy BpeaHOCT

OBUX JPYTUX U3BOJA Ha cne/:[ehu Ha4YuH

f”(E_)i)
fr=i=L (1.14)
n

Haxkon oBora, m3pa3 (1.13) Moxe ce HanucaTu y 00IHKY

(b-a)
12n2

Ha cnuum 1.9 mpukasanu Cy pe3ynTaTd IPHMEHE KOMIIO3HTHOT TPANE3HOr IpaBmiia Kaja Cce KOPHCTU
npezcTaBibambe OpojeBa y jennoctpykoj (float) u aBoctpykoj Taunoctu (double). Ha rpaduky je mpukazana
arcoJyTHA BPEIHOCT IPEIlKe y 3aBUCHOCTH oX Opoja cermeHata muterpanuje (N ). Hymepuuku ce uHTErpanu

dysxumja  f(x)=0,2+25x—200x> +675x> —~900x* +400x° ma wumteprary 0<x<08. 3a mopeheme

IprKa3aHa je u (yHKIHja Koja Oomajga MpOIOPLIHUOHAIHO ca KBaJpaToM Opoja cerMeHara, Kao IITo mpeaBuba
¢dopmyna (1.15).

e=— I (1.15)
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Cnuka 1.9.

Ha ocHOBy mpeTxomHOT H3pa3a, MOXE Ce OYEeKHBATH Ja he Tpemka HWHTEeTrpanuje KOMIIO3UTHUM

Tpamne3HuM MPaBWIIOM OIIaJaTH ca KBajaparoM Opoja cermenarta N . [Ipumerntn na je y uspasy (1.15) u fr

¢yHKIHja Opoja cermMeHarta N, ma rpelka HyMepruyke HHTErpalyje Tpare3HuM MPaBIiIOM He OmaJia er3akTHO ca



KBazparoM Opoja cermenara. Melhyrum, dect je ciydaj na ce " He Mema 3HauajHO y (GyHKUIUjH Opoja

cerMeHara N, ma Tpemka HyMEpHYKe WHTETpalije MPaKTHIHO omaga ca KBaApaToM Opoja cerMeHara n,
CIMYHO Kao mTO je Omo cimywaj m Ha cimnm 1.9. YV Hapemuum nemoBmma Omhe mpukazane dopmyie 3a
HyMEpHYKy HWHTETpAIljy BHIIET pefa Koje Cy TauHHje W MMajy OpXy KOHBEPTeHIHjy ca IMopacToM Opoja
cerMeHara.

Ha ocHOBY cBera U37105k€HOT JI0 cajl MOJKEMO J1a 3aKJbyduMo cienehe:

e 3a jemHOCTpyKe MHTErpaie QyHKIHja KOje HEMajy BEIUKY TUHAMHUKY, KOMIO3UTHO Tpale3HO
MIPaBUJIO /1aje 3a10B0JbaBajyhie TauHO pelerhe 3a BEMUKH Op0j HHXKEHEPCKUX MTPUMEHA.

e AKko je moTpeOHa BHCOKa TAa4HOCT, KOMIIO3WTHO TpAIe3HO IPAaBHWIO 3aXTeBa 3HAYajHHjE
padyHapcke pecypce. Mako 3axTeBaHH pauyHAPCKH PECypcH MOTY M3TJIENATH 3aHEMapJbHBO Y
ClIydajy IpUMeHe Ha jellaH MHTEeTpajl, OHHM MOTY IOCTAaTH 3HA4ajHU (a) Kaja ce MpopadyHaBa
BHIIIE MHTETpaNa, OJHOCHO BUIIECTPYKH WHTETpanu win (0) kKazia je mpopadyH HOAUHTETpaIHe
¢yHKIOHje 3axTeBaH. Y THUM CIydajeBUMa, KOpUCTE ce e(PHKACHUjU MpHCTynu (Kao mTo he
OWTH NPUKa3aHO y HACTABKY).

e OdyHaANHO, TIpeliKa 3a0KPYXUBakha MOXE OrPaHMYUTH HaIly CHOCOOHOCT Ja TpeIIKy
HyMepHYKe HHTerpalyje y4YHHHMO 3amoBosbaBajyhe Huckom. OBO je mocieauma Kako
mpeacTaBbaba OpojeBa padyHapuMma (y KOHA4YHOj TAayHOCTH), TaKO M BEJIHKOT Opoja
padyHCKHX oOIlepaldja Koje ce CIPOBOJE y CIy4ajy NPHMEHE KOMIIO3UTHOI Tpame3Hor
NpaBHJIA ca BEJIMKUM OpOjeM cerMeHara.

Jeman on maumHa moBehama edukacHOCTH mTpHKa3aH je y HactaBKy. EdwmkacHocT je moBehana
NPUMEHOM ITOJIMHOMA BHILIET pelia 3a apOKCHMAIWjy MOJUHTErpanHe GyHKIH]e.

1.2. CumncoH080 npasu.10

OcuM TIpUMEHe Tpame3HOr TpaBwia (Koje KOPHCTH JIMHEapHy ampoKCHMandjy (yHKIHje Koja ce
MHTErpajn), jefaH O] HauWHA Ja ce [00Wje TauHHja MPOICHA WHTErpaja je anpoKCHMallfja MOJAWHTErpaiHe
(byHKIHMje TOMMHOMIMA BHIIET pena. Ha mpumep, ako ce yBele nonaTHa Tayka M3Mel)y rpaHHIa HHTerpana a |
b, Tpu Tauke mMoryhe je noBesatu mapabonom, kKao 1mTo je nmpukasano Ha ciaund 1.10(a). Ako mocroje ABe Tauke
paBHOMepHO pacriopeheHe usmel)y rpanuila uHTerpaga a u b, yetupu tauke Moryhe je moBe3aTH MOJTHHOMOM
Tpeher pena, kao wTo je mpukazaHo Ha ciuny 1.10(6). Popmyne koje HacTajy WHTErpanujoM OBaKBHX
arnpoKCcUMallyja oAMHTEerpajiHe QyHKIMje Ha3uBajy ce CHMIICOHOBA ITpaBUIIa.

fix) flx)

(a) (b)
Cnuxka 1.10.

1.2.1. CumnicoHoBO npaBuJsio 1/3

CumnconoBo npasmiio 1/3 nobuja ce xama ce 3a moxunrterpanny ¢ynkuujy f, u3 (1.1) n3abepe
MHTEPIIOJIANOHH OJIMHOM JPYTOT pelia, OAHOCHO Kaja ce y3me
b b
| = J.f(X)dXz Ifz(x)dx. (1.16)
X=a X=a
Axo rpanune uHTerpandje a u b o3HauMMO ca X; U X, , PECIEKTHBHO, a TauKy usMel)y bUX ca ¥ U
aKko ce fz(x) npencraBu nomohy JlarpaHXOBOT HHTEPITONAIIMOHOT IMOJUHOMA Jpyror pena, CHMIICOHOBO
mpasuio 1/3 mocraje



|~ T (((x—xl)(x—xz) f(xo)+((x_X°XX_X2) f(X1)+((X_XOMf(Xz)JdX- (1.17)

Xo—Xl)(Xo—Xz) X1—Xo)(X1—X2) Xz—xo)(xz—xl)

X=Xg

Haxon uHTerpamnmje u cpehupama mperxoaHor m3pasza, CHMIICOHOBO TpaBmiIo 1/3 mocraje
h
Izg(f(x0)+4f(x1)+ f(x,)), (1.18)

npu 4yemy je h =(b—a)/ 2 pacrojame m3mely Tauaka mHTerpanuje. IIperxonHa jenrHayMHa MO3HATa je IOJ
HazuBoM CumriicHOBOBO mpaBmwio 1/3. To je mpyra Bbyra-KoTtecoBa popmyna 3aTtBopenor tuma. O3naka "1/3"
notuye oj Tora mro ce h memu ca 3 y jennaunnu (1.18).
CuMricoHOBO TIpaBmito 1/3 Moske ce Hammcat u'y o6muky (1.6)
f(Xp)+4f(x )+ f(x
< o-a) balrttla)e 1) 1)
npu 4eMy je Xo=a, X, =b,a X = (b + a)/ 2 je Tauka Ha CPEIMHM MHTETPALMOHOT MHTepBana. [Ipumerutn Ha

ocHoBy (1.18) ma ce kpajme Tauke y OTEKAHOj CPEI0j BPEIHOCTH OTEXKAaBajy ca jeMHOM IIECTHHOM, JOK Ce
[[CHTpaJIHa TayKa OTe),aBa ca JBe TpehnHe.

Kana ce mpumMenn Ha jenHoM cermMeHTy, CHMIICOHOBO IpaBmiIo 1/3 pe3ynTyje rpenikom

L sg@)
=——nh>f : 1.20
®="% ©) (1.20)
omHocHo, HakoH 3amene h = (b—a)/2 moGujamo
_ (b—ay (4)
e=-—— 190, (1.21)

npu demy je a<&<b. Ilpema Tome, mopenehm mperxomHu m3pa3 ca m3pazoM (1.7), 3akipydyjemo na

CuMICcoHOBO MpaBwio 1/3 reHepanHo wmMa Op)Ky KOHBEPICHIIM]y OJ Tpame3Hor mpaBwia. Ha ocHOBY u3pasa
(1.21) 3axmydyje ce ma je CummncoHoBo mpaBwio 1/3 TauHocTm Tpeher pema, Mako je 3aCHOBaHO Ha
MHTEPIIONALMjH Kpo3 TpH Tauke. Jpyrum peunma, CHMIICOHOBO NpaBUio 1/3 pesynTyje TaYHUM HPOpavyHOM

UHTEeTpana KyOoBa HE3aBHCHE NMPOMEHJbUBE (x3 ), Wako je mpaBWJIO pa3BUjeHO Mmojiazehu o1 mapabosIouIHE
arnpoKcUMaluje.

1.2.2. Bumectpyka npuMeHa CUMICOHOBOT npasusa 1/3

Kao m kox TpamesHor mpaBuia, TayHOCT CHMIICOHOBOT IpaBHJIa MOXKE C€ MOOOJBIIATH IOJEIOM
MHTErpallMoOHOI HHTEpBajla Ha N jeJHaKMX MHTErPallMOHUX CErMEHTa, Kao WITO je MpHukazaHo Ha ciuiu 1.11,
IIPU 4eMy je Jy)KHMHa jeJHOT HHTETPAIllMOHOT CerMeHTa

h=—2. (1.22)

fx)

Cnuka 1.11.

ITona3Hu MHTErpan MOXKeE CE HAUCATH Y OONMHKY



X, X4 Xq

| = XJqf(x)dx= Jf(x)dx+ jf(x)dx+...+ jf(x)dx, (1.23)

X=Xq X=X, X=Xn_p

a HakoH npuMeHe CHMIICOHOBOT mpaBmiia 1/3 Ha cBakd OIl MHTErpaia HaKOH IMocienme jemHakocta y (1.23),
no0mjaMo

| ~2h f(x0)+4féxl)+ f(x2)+2h f(x2)+4féx3)+ f(x4)+...+2h f(xn2)+4féxnl)+ f(x”), (1.24)

a HAKOH I'pylucama YiaHOBa NPETXOAHU U3pa3 MOKE CC HAIIMCATH Kao

n-1 n-2

f(xo)+4 f(x)]|+2 | f(xj) +1(x,)

i=1,3,5,... j=2,4,6....
3n

[MpumeruTy, Kao mWTo je u WwiyctpoBaHo Ha ciuiy 1.11, 3a UMIUIEMEeHTaNUjy OBOT METOAa HEONXO/IaH je MapaH
Opoj MHTErPaIHOHUX CETMCHATA.

(1.25)

I[Mponena rpemke 3a BULICCTPYKY NprMeHy CHMIICOHOBOT NpaBmiia 100Wja ce Ha MCTH Ha4YMH Kao U y
Clly4ajy Tpame3HOr MpaBHJa, OJHOCHO Tako INTO Ce CyMHpajy IpelliKe 3a CBaKU IO CerMeHara Ha KOMe ce
npuMenyje CummcoHoBo mpasmio 1/3. [Tomazehn o jennaunne (1.20), mobujamo

5
e:—@:E%f“) (1.26)
180n
n/2
_ z f(4)(§2k—1)
IpU 4eMy je fO kst NpoLeHa CPehe BPeIHOCTH MOAMHTErpaiHe (QYHKIHMje, PH YeMy BaKu

n/2
Xi1 <& <Xy -

Ha ocnoBy dopmyne (1.26) MoxxeMo BHACTH 1a BUIIECTpyKa nmprMeHa CHUMIICOHOBOTI HpaBWia Jaje
Op)Ky KOHBEPreHLHjy pelielha Yy ODHOCY Ha BHINSCTPYKY HPHMEHY Tpamle3HOr mpaBwia. 300r oBora ce
CHMIICOHOBO MPABMJIO CMaTpa CYNEPHOPHUM y OJHOCY Ha TPaIe3HO NMpaBmilo y BehinHu arumkanuja. Mehytum,
kao mro je Beh HamoMeHyTO, OBO INPAaBWIO OTPAHUYEHO je HA NMPUMEHY HaJl EKBUIMCTAHTHHM TayKama.
JlonaTHo, OrpaHMYEHO je Ha NpPUMEHY Ha mapaH Opoj cermeHara (koju cy AedUHHCaHM HemapHUM Opojem
tadaka). Kako Ou ce npeBa3uiao oBaj HeAoCTaTaK, y HactaBKy he Outn npukaszano CUMIICOHOBO MPABUIIO KOje
j€ IpUMEHJBUBO Ha OpOj cerMeHara Koju je IebuB ca Tpu. Ta ¢popmyia HaszuBa ce CUMIICOHOBUM MpaBuiioM 3/8,
a 3ajenHo ca CumrcoHoBUM mpaBwiioM 1/3 omoryhaBa nHTerpauujy GyHKIHje Koja je onucaHa OWiIo mapHuM,
OuJI0 HemapHUM OpojeM CerMeHaTa.

Ha cmumm 1.12 npukaszaHu cy pe3yaTaTd 3a MCTH IpuUMep Kao W Ha ciuiu 1.9, camo mTo ce cana
kopuctit CumriconoBo mpaBwio 1/3. Ha cnuum je mpukasaHa u (QyHKIHMja KOja Omaja MPOIMOPIIMOHATHO Ca
YETBPTHM CTEIIEHOM Opoja cermenata ( N ), koja onucyje npoiieny rperike u3 (1.26).
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Cnuka 1.12.

1.2.3. CuMmncoHOBO npaBwio 3/8
Ha cnuuan HauwH Kao mto je usBeraeHo CuMIicoHOBO mpaBuio 1/3, (JlarpaH:XoB) MHTEPHIONANHOHH
noJrHOM Tpeher peja MoXe ce UCKOPUCTUTH Yy jenHavrHu cianyHoj (1.17), mro Boau ka
b b
| = J.f(X)dXz J.fg(x)dx=

X=a X=a

(x—xl)(x—xz)(x—x3) f(x

(x = X X=X x = %) f(x,)+ , (1.27)

)+ (% - XO)(XI — X, % —X3)

X3

_ J' (Xo —Xl)(xo_xz)(xo—xs) dx
RO T S R S e VA R
(Xz - Xo)(xz - Xl)(xz - Xs) (Xs —Xo Xxs - Xl)(XS - Xz)
a HaKOH MHTerpaiuje noouja ce
=21 (1) + 31 () +3F (1) + £ ), (1.28)

npu yemy je h= (b - a)/ 3. lperxonua jeqHaunna Ha3uBa ce CHMIICOHOBUM mpaBmiioM 3/8, momro ce h MHOXH

ca 3/8, a npencrassba Tpehy bytH-KoTecoBy mHTerpanmony Gpopmyiy 3aTBopeHor Trma. CUMIICOHOBO HPaBUIIO
3/8 Moxe ce HamrcaTd u 'y 00uKy (1.6)

| ~(b—a) f(x0)+3f(x1);3f(x2)+ f(x3). (1.29)
IIpema Tome, oTexaHa cpema BpeAHOCT (QyHKIHje padyHa ce TaKo INTO CE JBEMa YHYTpalllbHM TadKaMa
HPUIPYXKYje TeRUHCKH KoeduimjeHT 3/8, MOK ce KpajibvM Taukama MPHIAPYXKYje TeKUHCKH KoepuuujeHt 1/8.

I'pemka CumriiconoBor mpasuia 3/8 je

__35:
e= 80hf (), (1.30)

omHocHo Hakow 3amene h=(b—a)/3,

5
e= ——(:8%) £ (), (1.31)



npu yemy je a<&<b. 300r rora mro je nmenmnan u3pasa (1.31) Behn ox nmeHunona uspasa (1.21) moxe ce

ouckuBaTH Ja je CummcoHoBo mpaBwio 3/8 taunuje ox CumncoHoBor mpaswia 1/3, meljyrum o6a mpaBuia
UMajy UCTy Op3MHY KOHBEPIEeHIIH]C.

CumnconoBo mpasmiio 1/3 je o0muHO TmpedepupaH MeTon 300T Tora ITO MOCTIDKE TavyHOCT Tpeher
pena momohy Tpu Tauke MHTETpanyje, 3a pa3auky ox CHUMIICOHOBT IpaBmia 3/8 KoMe Cy 3a TAYHOCT UCTOT peaa
nmotpeOHe YeTupH Tauke HyMmMepuuke uHTerpamnuje. Ca npyre crpane, CUMIICOHOBO MpPaBHIO 3/8 KOPUCTH ce
Kaza je Opoj cerMeHaTa HyMepHuKke HHTerpauyje Henapan. Kao nmpumep, Ha cnuu 1.13 npukasana je curyanuja
Kaja je Opoj MHTErpallMoOHNX cerMeHara reT. Taja ce Ha MpBa JiBa MHTErpalMioHa CErMEHTa MOXKEe MPUMEHUTH
CumriconoBo mnpaswio 1/3, a Ha mnocnenma Tpu CumncoHoBo mpaBwio 3/8. Ha Taj HaumH KoMIuleTHa
HHTErpanuja crpoBesieHa je ca tayHomhy Tpeher pena, mro je 605be HEro Aa ce y UCTOM IPUMEPY KOPHUCTHIIO
Tpane3Ho MpaBHIIo.

fx)

2

N\

0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 x
1/3 rule 3/8 rule

Cnuka 1.13.

Ha cnumm 1.14 npukaszanu cy pe3yiaTaTd 3a MCTH IpuMep Kao M Ha cimnu 1.9, camo mTo ce cama
kopuctit CumriconoBo mpaBwio 3/8. Ha cnuuu je mpukasaHa u (QyHKIHMja KOja Omaaa MPOIMOPIMOHATHO Ca
YETBPTHM CTEIIEHOM Opoja cermenata ( N ), Koja onucyje npoiieny rperike u3 (1.26).
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Cnuka 1.14.

Ha cmumm 1.15 pmat je ymopemHu mnpuka3 3a Tpame3Ho npaBuio, CHMICOHOBO mpaBwio 1/3 wu
CuMIicoHOBO TpaBmio 3/8.
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Crnuka 1.15.

1.2.4. lbytH-KoTecoBe uHTerpanuose ¢opmyJie BULIEr peja

Kao mro je panmje HamoMeHyTO, Tpame3HO MpaBwio M 00e BapujaHTe CHMIICOHOBOT TpaBWia Cy
moceOHM CiTydajeBu GopMyIa 3a HHTETpaIyjy Mo3HaTux moj HasuBoM IbyTH-KoTecoBe naTerpannone gopmyine
3arBopeHor tuna. Heke on Ibyra-KorecoBux ¢opmyna mpukazane cy y Tabenmu 1.16, 3ajeaHo ca npoueHoM
rpeLIKe.



Segments
(n) Points Name Formula Truncation Error

fixg) + fl .
Trapezoidal rule b-al ol = Al — ) —[1/12)hF1g)
£

o)

Mixa) + Alx) + flx)

2 3 Simpson's 1/3 nle (b — g 5 — [1/90)h°f*g)
, fixa) + 3fx;) + 3fxa) + Fxs)

3 4 Simpson’s 3/8 le (b — a)— il 3 el ! — (3/80)h°Fg)

. ) 7Hx0) + 32fx;) + 12flx5) + 32fxs) + 7fx,) ‘ I
4 5 Boole’s rule b—al o0 — (8/945)K P8

19f(xg) + 75f(x;) + 50f(x2) + 50f{xs) + 75f(xs) + 19fixs) e
5 6 b- a2 T e e _(275/12,096) felg]
£00
Tabema 1.16.

3rofiHO je IPUMETUTH [a Kao IITO je 6o ciy4aj 32 CUMIICOHOBO mpaBuiio 1/3 1 CHUMIICOHOBO MTPaBHIIO
3/8, IbyrH-KoTtecoBe hopmyre Koje KOpUCTe IEeT ¥ IIeCT Tayaka MHTErpalyje uMajy rpeiky ucror pega. OBo
reHepaiHo Baxu u 3a lbyta-KoTecoBe Gopmyiie Bulier pea u BOIU Ka 3aK/by4Ky J1a ce popMylie Koje KOpHcTe
nmapaH Opoj cermMeHata (0JJHOCHO HemapaH Opoj HHTErpaI[OHUX Tayaka), kao mrto ¢y CHMIIOCHOBO mpaBmiio 1/3
u Bynoso npasuno yenthe kopucre.

Ha xpajy, BaxXHO je HAallOMEHYTH Ja ce Y WHKewmepckoj npakcu HbytH-Kortecoe dopmyne Bucokor
pena (ca BuIlle O YETHPU MHTETPAIMOHE Tauke) PeTKo Kopucte. CHMIICOHOBA MpaBUiia OOUYHO Cy TOBOJHHO
TadyHa 3a BehI/IHy HHXCHCPCKUX MPUMCEHA, 4 IbHXO0Ba TaYHOCT MOXKE CC HOBehaTI/I BUIICCTPYKOM MNPHUMCHOM
(mMo/IeIOM MHTETPAIIMOHOT CEerMEHTa Ha mojicerMenTe). GuHaIHO, Kaja je moTpeOHa BHCOKA TAYHOCT HyMEpPHIKE
MHTErpaluje, KOpucTe ce MeTOAM Kao 1To cy Pombeprosa unrerpaiyja u ['aycoBe kBagparypHe ¢popmyie, Koju
he OuTH pUKa3aHU Y APYTOM IOTJIABIbY.

1.3. Buwwecmpyku uHmezpaau

Bumectpyku nHTErpanu decto ce cycpehy y mmxemepckoj npakcu. [Ipumepa pagm, ommra ¢gopmyna
3a IPOPAdyH CPeAe BPEAHOCTH (PyHKIMje IBE IPOMEHJEUBE MOXKE CE€ HANMCATH y 00IHKY

d b

f If(xly)dx dy

?: y=c\x=a
(d-c)b-a) '

a OpojuIal] MPEeTXOJHOT U3pa3a Ha3uBa Ce ABOCTPYKH MHTETPall.

(1.32)

Meroau onycaHH y OBOM IIOTJIABJbY (Kao W y HapeJHOM IIOTJIaBJby) MOTY C€ jeJHOCTaBHO MPUMEHUTH
Ha BHIIecTpyke uHTerpane. OBo ce MOXKe ONHCaTH Ha jeJHOCTABHOM IIPUMEPY JIBOCTPYKOT HHTETpaia QyHKIH]je
HaJl IPaBOYTaOHNUM JIOMEHOM.

[IpuceTnMo ce M3 MaTeMaTHYKe aHAJM3€ Ja CE€ BPEAHOCT BHIIECTPYKUX HHTETpajia HE MEHa ako ce
pelnocies MHTerpaiije 3aMeH

d b d

I If(x, y)dx |dy = .T If(x, y)dy [dx . (1.33)

y=c\ x=a x=a\ y=¢

IIpema ToMe, MpBO ce mpopauyyHaBa jeIHOCTPYKHM HMHTETpal, a HAKOH TOra Ta BPEAHOCT CE€ KOPUCTH 3a
npopauyne cneneher jemnoctpykor murerpana. Ha ocuoBy (1.33) jacHo je na penocien MHTerpauuje Huje
Ba)kaH.

Hymepruka uHTErpanuja JBOCTPYKHX (M BUIIECTPYKUX) HHTETpasia 3aCHOBaHA je Ha UCTOj uaeju. I1pso
ce Kopuctehn ce HEKMM OJf METO/ia M3 OBOT UM HapEIHOT IOTJIaBJba (BUIIECTPYKO Tpame3Ho uin CHUMIICOHOBO
NIPaBWJIO) NpopayyHa NpBH (YHYTpallkbH) jeAHOCTPYKOT HMHTErpajia, NpH 4eMy ce He3aBHCHA IPOMEHJbUBA
Jpyre MHTEerpalyje Ap>KM KOHCTAaHTHOM. HakoH Tora McTH METOX ce mpuMemyje 3a uHTerpauujy mno cienehoj
HE3aBHCHOj POMEHIBHBO].



2. UHTerpanyja jeJHayYMHA

Oynkmmje koje he ce HyMEpHUKH WHTETPAIUTH MOTYy OWTH Yy jeIHOM OJ I1Ba OOJNHMKa: Y OOIUKY
TabenrpaHX MojaTaka u y o0nuky ¢pyHKOrja. Y KoM OOJHKY ce Halla3e MMa 3HadajHy yJory Ha n30op HaunHa
HyMepH4Ke HHTerpaiuje. 3a TabenupaHe mogaTke, HyMEpHIKH METOJ OTPaHWYCH je Ha Opoj U MO3UIH]y Tadaka
Koje cy mare y tabenm. Ca gpyre cTpaHe, ako je Ha pacroyiaraiky (QyHKIHja, MOXKEe ce TCHepPHCAaTH IPOU3BOJbaH
0poj meHux BpegHoctu f (x) y IPOU3BOJBHHAM Taykama X .

Ogo mornasbe mocBeheHo je TpuMa MeToarMa Koje Cy npriarolene 3a HyMepHUiKy HHTETpaLjy Kana
je moauHTerpanHa ¢QyHkumja nata y oo6nuky ¢ynkuuje. IlpBu meron 3acHoBaH je Ha PuyapacoHOBOj
eKCTparojalyju Koja MpeacTaBba METOJ] 3a KOMOWHAIM]y /JBa HyMEpHYKa pellerma HHTerpana Kako Ou ce
nobuno tpehe, TauHuje peuiewe. EdukacaH HyMepHuyKd ajropuraM 3a HMIUIEMEHTaunujy PuuapacoHose
eKcTpanoianyje HasuBa ce PomOeprosa unrerpanuja. OBaj METOA je peKyp3UBaH U MOXKE Ce UCKOPUCTUTH 3a
HYMEPHUUKH MIPOpavyH HHTErpaia ca npeneguHucaHoM TauHouhy.

Jpyru MeTon, aJanTUBHA WHTErpanuja, 3acHHBa Ce Ha MOJEIM WHTErPAlMOHOT HMHTEpBajia Ha
CYKIICCHBHO Mamh¢ JICJIOBE Ha pPEeKyp3uBaH HauywH. [Ipema Tome, uHHMja MPOCTOpHA MOjEia KOPHUCTH CE Ha
nemoBuMa rae GyHkipja uma Behy AMHAMEKY, a rpyOJba MOjeaa Ha JIeloBuUMa rae (YHKIHja MMa CIOPH]jY
npoMeHy. Ha oBaj HauMH MOCTHKE ce JKeJbeHa INI00aHa TAYHOCT Y3 HajMambe 3ay3elie pauyHapCKUX pecypca.

Tpehn Haunn Ha3uBa ce ['aycoBa kBaxpaTypHa GopMyna. 3a pa3nuKy O METOJa pa3MaTpaHHX IO cal,
KOJI KOJUX HHj€ CIpOBe/ieHa IToceOHa Makiba MPHIMKOM N300pa Tayaka HyMEepHIKe HHTerpanyje, kox ['aycoBux
KBaZpaTypHuX (opMyna Tauyke HyMepHUUKe MHTeTpamuje X; Ompajy ce m3mehy rpanuna mHTerpasa a m b Ha

TakaB HaYMH Jla ce A00uje mTo je Moryhe TadyHuje HyMEPUIKO PEIICHE HHTerpaa.

2.1. Pomb6epzosa uHmezpayuja

PomOeproBa wmHTerpammja je TexXxHHKa e(pUKacHe HyMepHuke HHTerpammje ¢yaknmja. Cnndnaa je
TEeXHHKaMa OIMMCAHUM Yy IMPETXOJHOM IIOIJVIaBJby Y CMHCIY JIa je 3aCHOBaHAa HA CYKLEGCHBHHM IpUMEHama
Tpane3Hor npaemia. Umak, kpo3 MaTeMaTHyke MaHUIIyJIaLyje, Y OXHOCY Ha TPare3Ho MPaBHIIO MOTY ce JOOHTH
TayHMjHU PE3yJITaTH y3 Mame 3ay3ehe pauyHapcKHX pecypcea.

2.1.1. PuyapacoHoOBa eKCcTpanoJjianyja

MeToa MMO3HAT 0] HAa3MBOM PHuapCOHOBa eKCTparmoJialidja KOPHCTH [1Ba HyMEpHUYKa pelickha
HHTErpaia Kako Ou ce mpopauyHaso Tpehie TauHuje peleme.

Hywmepunuko pememse M Trpellka HacTajla BHIIECTPYKOM IPHMEHOM TpAIe3HOI IpaBHia MOXE ce
Hanucar y o0nmky

I =1(h)+e(h), (2.2)
npu 4yemy je | TayHO pelieme HHTErpaia, I(h) je HYMEpHUKO pellehe JT00MjeHO NMPUMEHOM Tpare3Hor
npaBmiIa Ha N cerMeHara ayxuHe h= (b —a)/ n,a e(h) j€ Tpelka HyMepHuKor penieka. AKO UCTH MHTErpal

peinMo kopucTeli cerMenTe pasiMuuTHX JykuHa, hy u h,, Ha ocHOBY u3pasa (2.1) Mopa BaxuTH

(hy)+e(hy)=1(hy)+e(hy). (2.2)
AKO ce IOJICeTUMO H3pasa 3a MPOIEHY I'PEIIKe BUIIECTPYKe MPUMEHE TPare3Hor IpaBuiIa, OJHOCHO 3aMEHOM
h= (b —a)/n y uspas (1.15) nobujamo n3pas
b-a .
e(h)=—7h2 £, (2.3)
IIpH 4eMy je fr cpelba BPeIHOCT APYTUX M3BoAa (QYHKIMje HA MOJCErMEHTHMAa WHTerpaiyje, qeduHicana y
(1.14). Axo mpermocTtaBUMO Ja ce " He mema 3HAYajHO ca MPOMEHOM KOopaka WHTeTpallje, OJHOCHO ca

Opojem cermeHata N, ogHOCHO fa ce f” Moxke cMarparé HpUOIMKHO je[HAKKMM 3a JIBa KOpaKa HHTErpaluje, Ha

OCHOBY m3pa3a (2.3) MoOXe ce MpOICHWTH KOJIWYHHWK TIpelraka 3a JBa pPa3IMduTa KOopaka HyMepHUKe
HHTETpaIuje

(2.4)

Q
e



IMperxoaun m3pa3 omoryhaBa Ham Ja U3 U3pasa 3a IPEIIKy YKJIOHHUMO HEIMO3HATH 4WiIaH . 3amenom 24)y
jenHaumnHy (2.2) nobujamo

)+ 2 o)< 1)) 29

2

u3 Kora ce Mosxe oapesuth e(h, ) kao

I{h)-1(h
elhny)~ L) 1h). 26)
1-(hy/h,)
IIpema TOME, MPETXOMHHM M3pa3 /Aaje MPOLEHY IPEIlKe Ha OCHOBY [(BA HyMEpHUYKa pEIIcHa MHTETpajia U Ha

OCHOBY KOpaka HyMepwuke uHTerpammje. [Iperxomnn m3pa3 Moxke ce 3aMeHHTH y u3pa3 (2.1) xako Om ce
06110

1= 1(n)+ o)~ 1)+ == (1(ny)- 1 (). @

(hy/hy)" -1
Moske ce Mmokasaty ja je rpelika nperxonHe Gopmyne pena O(h4). [Mpema ToMe, KOMOMHAIMjOM JBA
Tparme3Ha MpaBWiIa YHja je Tpelrka pena O(hz) npuMeHoM (opmyre (2.7) nobmja ce HyMepHUdKa BPEIHOCT
WHTETpaia 4mja je Tpellka peaa BeTHInHe O(h4). 3a mocebaH ciTydaj Kaga je Ay)KWHA IOJCETMEHTa Y CBAKO)j

cnenehoj urepauuju gymio kpaha (h, =h, /2 y nperxoanum Gpopmynama), IpeTxoHa jefHAYNHA [TOCTaje

= 14— (1) 1), @9)
OJIHOCHO HaKOH cpeljuBama u3pasa
4 1
'z§|(hz)—§|(h1)- (2.9)

Jennauwmna (2.7) mpeacraBiba HauMH Jla ce KOMOMHYjyhu J1Ba periema 1001jeHa IPUMEHOM Tpare3Hor
mpaBmia ca rpemkoM pema O h? nobmje Tpehm mHTErpanm 4mja je rpemka pena O(h4). Ogaj mpuctym je

HOACKYH OIIITHjer MpaBUiIa KOMOMHOBamba MHTErpajla Kako Ou ce moboJspmrana tayHocT. Ha mpumep, axo ce
MIPUMEHOM Tpare3HOoI NpaBHia 3a TPH Pa3IM4YWTa KOpaka MHTErpaluje I00HMjy TpU pelliermha TaqHOCTH pera

2 .
O(h ), KOMOMHOBaWkEM OBHX pelliekha Ha HAa4MH Kao y (2.9) mobujajy ce aBa HyMepHUYKa pelllemha TaYHOCTH
4
pena O(h ) OBa 11Ba periiema MOT'y ce J1ajbe HCKOMOWHOBATH Ha CIIMYaH HAYHH, KAaKO OM ce TOOWIO0 pelieHhe

TA4HOCTH peJa O(hs). Y mnocebHOM ciyuyajy Kaja Cy OpHWIMHAIHA Tpale3Ha MpaBWiia MpHMEmhEeHa Ha
CerMeHTHMa YHja Ce JAy)KHHA CYKIIECHBHO MOJIOBH, jeHAYMHA 3a IPOPAYyH MHTErpajga Koja pe3yiTyje rperkoM
pena O(hﬁ) je

IzEIm—il, (2.10)

15 15

npu 9emy cy |, u |, TauHHje M Mame TayHO pellere YHja je TPEIlka pena BeInIHHe O(h4), PECIIEKTUBHO.
CnuvHO OBOME, JIBa pelliea Yhja je rpelika peaa BeIHYHHE O(hs) MOT'y C€ MCKOMOWHOBATH Kako Ou ce
JOOMIIO pelliehe UMja je Tpelka pea BeTuIuHe O(hs) nomohy dopmyse

64 1

2.1.2. PoM6eproB MHTErpanMoHH aJiIrOpuTamM

[Mpumernmo na je 30up koedunujeHara passoja y jenHaunnama (2.9), (2.10), oxnocHo (2.11) jemnax
jeavannu. Tu KoedHIMjeHTH MOTY ce MocMaTpaTH Kao TEeXHMHCKH KOe(DUIMjEeHTH KOju (haBOpH3Y]y pelIieHme
BHIIE TA4HOCTH ( |, ) ca mopacToM TauHOCTH HyMepUuKor peuierma. OBe GopMylie MOTY Ce HalKCaTH Y ONIITEM

00JIMKY KOjH je MOTOaH 3a UMIUIEMEHTAIIM]y Ha padyHapy

4kt 1

T g ke e ke (2.12)

Ij,k:



npu yemy |34 ¥ 1)) TpencTaBibajy TauHMje M Mam€ Ta4HO peuieme ao0ujeHo y nperxonanoj (K —1)
urepaumjn, a |; mpeacraBba moGosbmano pemere n06mjeno y wmrepammju 6poj k. Ilpema tome k
npencTaBiba HUBO MHTErpanyje, npu ueMy K =1 oaroBapa opuUrHHAIHOM Tpame3HOM MpPaBIIy (YMja je rperrka
pena O(hz)), k =2 oxroeapa cienehem HuBOY HHTerpanyje, unja je rpemka pexa Olh?), k =3 pememy unja
je rpemika pena O(he), ¥ Taxko Jajbe. Y CTBapH 3a HUBO MHTErpaije K, rpeiika mHTerpaiuje je peaa O(hZK).
WHaekc | kopucTH ce aa ce pasnukyjy taunuje ( j +1) u Mame TayHo peruewe ( | ) y OKBUPY HCTOT HHBOA
unrerpauuje. Ha npumep, 3a k=2 u j=1, jennauuna (2.12) nocraje

12 :%IZ,I_%Il,l' (2.13)
TIITO je eKBUBAJICHTHO jefHadnHu (2.9).

Ommura jemHaumHa oOimuka (2.12) wasuBa ce PombeproBa uHTerparmona dopmyia. Ha cnuim 2.1
NpuKa3aHa je rpaduyka npecTaBa IocTynaka MnpoleHe HHTerpaia KopuiuhemeM OBOT MPUCTYTIA.

o(h?) o(h%) o(h®) b
(@ 0.172800 ———————31.367467
1.068800 —

i)

(b}  0.172800

367467 ———————31.640533
1.068800 ——— ¥ 1.623467 —

1.484800 —
[c}  0.172800 1367467 5. 1.640533 ﬂl 640533
1.068800 > | 623467 — %1 640533 —
1.484800 ___ ——>1.639467
1.600800
Cnuka 2.1.

Pom6GeproBa mHTErpanmja eGukacHuja je o AUPEKTHE MPUMEHE Tpare3Hor npaBuia 1 CUMIICOHOBOT
NpaBuiia, IPUKAa3aHUX Y TIPETXOJHOM IOTJIABIBY.

Ha caunm 2.2 npukasanu cy pe3yiTaTd 3a UCTH IpuMep Kao M Ha ciauuu 1.9, camo mro ce caja
kopuct Pombeprosa muterpanuja. Ha cnuiu cy mpukasane u QyHKIHje KOje OMajajy MpOIMOPIMOHAIHO ca
YETBPTHM, IIECTHM U OCMHM CTEIIEHOM Opoja cermeHara (N ), Koja OIMCyje MPOIEeHY Ipenike 3a PoMOeprosy
uHTerpanujy y asa susoa (M = 2), Tpu HuBoa ( M = 3) u yetnpu HuBoa (M = 4), pecrieKTHBHO.
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10° |
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—=— ~1/n"

== Romb_M=3_float
Romb_M=3_double| |
—s— ~1/n°

F A Romb_M=4_float
4 )\ i\ \ —A— Romb_M=4_double
- I 8
10 10 L —A—~1/n

10° 10* 10°
n()
Cnuka 2.2.



2.2. AdanmueHe keadpamypHe hopmyse

Naxo je PombGeprosa mnTerpanuja edukacHuja o1 KoMro3uTHor CUMITIOHOBOT TipaBmia 1/3, oba oBa
METo/a KOPHCTE CKBUIMCTAHTHE Tadyke HHTerpanuje. Ha oBaj HaYMH WrHOpHWINE CE€ YHIHCHUIA 1a MHOTE
(byHKIMje MMajy JIeJIOBE ca BEJIMKOM JTMHAMHUKOM, IIPU YEMY C€ Ha IpYTUM JEJIOBHMa Memwajy Onaro.

AnanTuBHE KBagpaTrypHe opMyiie m3na3e Ha Kpaj ca OBIME TaKoO IIITO MOJEIIaBajy KOpaK HHTETpaIlje
OUHAMUIM (YHKIOHje KOja ce WHTETPAIH: Yy NENOBMMa (YHKIHje ca BEIMKOM THHAMHUKOM KOpHCTE ce Kpahw
MHTETPALMOHN CETMEHTH, a y JelOoBHMa (YHKIMj€ ca CHOPHjOM NPOMEHOM KOPHCTE C€ AYKH HMHTETPAI[OHU
cermeHTH. BehrHa oBakBHMX TEXHHMKA 3aCHOBaHA je HA MPUMEHH KOMIO3UTHOT CHMIICOHOBOT mpaBmia 1/3 Ha
MOJAWHTEpBAJC HAa HAYMH CIMYaH Kao INTO je KOMIIO3UTHO TPANe3HO IPAaBWIO NPUMEHEHO Y OKBHPY
PuuapnconoBe excrpanonanuje. Konkperno, CummncoHoBo mnpaBwio 1/3 mpuMeHHM ce Ha JBa HHBOA
YCUTHEHOCTH MHTErPallMOHMX MHTEpBana, a pa3iuka usmel)y oBa JBa pelierma KOPUCTH Ce 3a MPOLEHY I'PeliKe
uHTerpanuje. AKO je MpoleHa Ipelike y 3a/J0BoJbaBajyhuM rpaHHIiamMa, HE CIPOBOIM CE Jajbe YCUTHABAHbE
MHTETrpallMOHNX MHTEpBana, a J0OUjeHO pelIemhe cMaTpa ce 3a/10BoJbaBajyhie Ta4HUM. AKO je NpoleHa IpeliKe
Beha o 3a70BoJbaBajyhe, KOpak HHTErpalyje ce yCUTHaBa M MPOLEC ce NMOHaBJba CBE JOK C€ MPOLEHA IPelKe
He cBeJie Ha 33/10BoJbaBajyhu HUBo. DUHANIHU MHTErpall ce NpopadyHaBa Kao CyMa MHTarpaja npopadyyHaTux 3a
CBaKH O] MOJIMHTETpaNa.

Teopujcka OCHOBa OBOT MPHCTYIA MOXE CE€ WIIyCTPOBATH Ha IPHMEpPY MHTErpaja HaJ CETMEHTOM OJ
X=a mo X=Db, ca uHTerpanuonuMm kopakom h =b-—a. IIpBa npoueHa uHTerpana Moxe ce HOOUTH

npuMeHoM CHUMIICOHOBOT TpaBmia 1/3, koje riacu
I(hl):%(f(a)+4f(c)+ (b)), (2.14)

npu wemy je ¢ =(a+b)/2.

Kao u y ciyuajy PruuapaconoBe nHTerpanyje, pahuHIpaHnja IpOLeHa MOXE c€ JOOUTH IOJIOBJECHEM
KOpaka MHTerpalyje, OqHOCHO pruMeHoM CHMIICOHOBOT npaBmia 1/3 3a N =4 cermenra, kaga ce nobuja

1(h,) =2 (1(a)+41(0)+ 21 (c)+ 41 (g)+ 1 b) (215)

npn wemy je d =(a+c)/2 u g =(c+b)/2, omocro h, =h /2.

300r Tora mTo U I(hl) " I(hz) MPE/ICTaBIbAjy HYMEPHUKO PEIICHEe UCTOT HHTErpala, lbIX0Ba pa3iiiKa
MOe€ ce MOCMAaTPaTH Kao MPOILEHa IPEIKe, 0JHOCHO

e~l(hy)-1(hy), (2.16)
a Be3a m3Mel)y TauHOT pelnema, peliemha JoOHjeHOT HyMEpHYKOM HHTETPAIdjoOM H TPELIKe MOXKE CE 3alHCcaTH Y
00Ky (2.1), npu demy je 3a komMrno3utHo CHMMIICOHOBO mpaBwiio 1/3 ca N cermeHara, KOpak MHTErpaiuje

h=(b-a)/n.
Koprcrehn ce CIMYHMM IIPECTYHOM Kao U Koi PHYapcoBe eKCTpamolaldje, MOXE CE OIPEIUTH
nporena rpemke papunnpannjer pemerma |(h,) xao dbynkimja pasmuke 1Ba HyMepuuKa pemera

elhy)= 2 (1 (1)~ 1(1)). @17

OBy rpemky Moryhe je momaTtu pememy I(h2) y dopmynry obimka (2.1) kako Ou ce reHepHcana joll TadHHja
ampOKCHMAIlHja pelicha

= 1)+ (1) 1) =22 1) 2 1 () @19

[Iperxoxna ¢popmyna ekBUBaIeHTHA je bymoBom mpasmiy.

2.3. 'aycoee keadpamypHe ¢hopmy.ie

VY mperxomHOM MOTJIAaBJBY pasMarpaiyd cMo Tpymy (¢opMyia HyMepHYKe HMHTErpalfije MO3HATy I0J
HazBuBoM IbyTH-KOoTecoBe mHTerpanmuone ¢popmyne. OHO IMITO je KapaKTEPUCTUIHO 3a OBe (Gopmyre je aa ce
MHTErpaj MpopadyHaBa Ha OCHOBY BpPEIHOCTH (DYHKIMje y €KBHJMCTAaHTHMM Tadykama. [locieanydHo, Jokammja
Tadaka MHTerpanuje y oBuM Qopmyrama je npeaeduHucana, OTHOCHO (UKCHA.

Ha npumep, kao mro je mnpukasaHo Ha ciunu 2.3(a), Tpame3HoO MpPaBWIO 3aCHOBAHO je Ha
aTPOKCHMAITH] 1 HHTETpajia MOBPIIMHOM HCIIO] TIpaBe JIMHIjE KOja TI0Be3yje BPeIHOCTH (YHKIMje Ha KpajeBIMa
HMHTETparuoHor nHTepBaia. opMyra Koja ce KOPHUCTH 3a IPOPAUyH OBE MTOBPIIHHE je



fla)+ f(b

| ~ (b—a)L(), (2.19)
2

Opu 4yeMy Cy & W D TrpaHHIe MHTErpallMOHOI MHTEpBaja, a D—a je meropa myxuHa. 300r TOora mITO y

Tpare3HoOM TpaBWIIY MPaBH CETMEHT MOpa Mpohu Kpo3 BpeAHOCTH (PyHKIje Ha KpajeBIMa JOMEHa, ITOCTOje

CITydajeBH KaJia Tpare3Ho MPaBUIIO PE3YITYje BEITMKOM IPEIIKOM, Kao Ha ciumm 2.3(a).

[IpernocraBuMoO cala Ja He MOCTOjU OTpaHMYCH-E Jla TauKe MHTEerpaluje Mopajy OuTH Ha rpaHunama
JIOMEHA U JIa c€ OHE MOT'Y IIOMEpaTH NMPOU3BOJFHO IY)K MHTETPALMOHOI MHTEpBaJia Kako OW IOBPLIMHA HCIOX
IyXH KOja TPOoJIa3y KPo3 Te Tadke MTo 00Jbe OMICcHBaIa TPaKEHH HHTETpall. MyapuM n300poM MO3HIIHje OBUX
Tavyaka, MOXKe ce TpoHahin JyXx Koja mpoja3u Kpo3 oarosapajyhe BpeqHoCTH (QyHKIHjE TaKo Aa ce MOSUTUBHE U
HeTaTHBHE rpemke ckpate. Ha ocHOBY oBora, kao mro je mpuka3aHo Ha ciumm 2.3(0), Moxke ce moBehaTu
TaYHOCT HYMEPHYKOT ITpopadyHa HHTErpaa.

f(x)

(a)
f(x)

(b)

Cnuka 2.3.

T'aycoBe kBaapatypHe (popMylie Cy Ha3MB 3a jelHY KJIaCy TEXHHKa Koja Ou Tpebaio 1a MMIUIEMEHTHPA
MIPUCTYII U3 IPETXOAHOT nacyca. ['aycoBe kBaspaTypHe GopmMyJie MpruKazaHe y OBOM OfeJbKy Ha3uBajy ce ['ayc-
Jlexxannpose dopmyne. Ilpe Hero ommiremo oBe (dopmyrne, nokasaheMo Kako ce HyMEpPHYKe HHTErPallHOHE
(dopMyre kKao MITO Cy Tpare3Ho MPaBHIO MOTY ITOOHTH MPUMEHOM MeToa Heoapehernx koedpunujeHara. Oaj
Meto 6uhe 3aTuM uckopumiheH 3a KOHCTpYKIHjy ["ayc-Jlexxanaposux Gopmyra.

2.3.1. MeToa HeoapeheHux koepumjeHaTa

VY npeTXoIHOM MOIVIABJbY WU3BEIHM CMO TPAIE3HO MPABHJIO MHTETPALMjOM JIMHEApHE MHTEPIOJIallHOHEe
(dyHKIMje, OTHOCHO Ha OCHOBY reomerpuje. Meron Heonpehennx koepunujeHara Hyau Tpehin HAYMH KOjH ce
Takohe MOXe HCKOPHUCTHTH 3a KOHCTPYKIHjy M APYIMX HWHTETPallOHMX TEXHHWKa Kao mTo cy [aycose
KBajipaTypHe Gopmyie.

Kako 6ucmo mirycTpoBaiy oBaj NpUCTYyTI, jeaHadnny (2.19) HanucahemMo Ha 1pyraunju HauYuH

I ~cyf(a)+c f(b), (2.20)

npHu 4eMy ¢y Cy u C; KoHcraHte. Ilohumo najbe on YME-GHHIIE 1A TPAale3HO MPABUIO PE3yATyje TadHHM
MPOPaYyHOM WHTErpalia Kaja je MOAWHTerpaiHa (yHKIHja KOHCTAaHTHA, OJHOCHO JHHeapHa. /[Be jemHOCTaBHE
(¢yHKIHje KOje 3aJ0BOJhABAjy OBa IpaBWIIA Cy f(x):l u f(x): X, Koje cy mirycrtpoBaHe Ha ciunu 2.4. Ha
OCHOBY MPETXOIHOT 3aKJby4Ka, cieaehe ABe jeqHakoCTH MOpajy OUTH 3a70BOJbEHE



(b-a)2
Cop+C = Ildx=b—an
x=—(b-a)/2
(b-a)2
a
—Cp——+q——= '[xdx=0.
x=—(b-a)/2

Pemewe cucrema jeanaunna (2.21) u (2.22) mobujamo

o =6 =(b-a)2,

LITO HAKOH 3aMeHe Y jenHaunny (2.20) pesyntyje Tpane3HuM npasmwioM (1.5).

v

—(b-a) b-a X

(a)

—-(bh-a)

(b)

Cnuka 2.4.

(2.21)

(2.22)

(2.23)

2.3.2. U3Bohemwe T'ayc-/lexkaHApoBe UHTerpanuoHe ¢opmyJie y JBe

TavdKe

Cnu4HO Kao M y NMPeTX0JHOM H3BOlemy Tpane3Hor IpaBuia, IJb ['aycoBe KBajpaTypHe GopMmyle je

onpehuBame koepunujeHaTa Cy U C; y jeJHAYMHH OOIIHKa

I~ f(x)+c:f(x),

(2.24)

ca TOM DPa3lIMKOM INTO CE M MO3HIMje Tayaka WHTETpalyje X, U X, MOTy H3abpaTH MPOM3BOJBHO TaKO Ja je

a<Xy, % <b, xao na ciunm 2.5. IIpema Tome, caga MMaMoO YeTHpH HemosHaTe (Cy, C;, Xy M X;), OQHOCHO

nmotpedHa Cy HaM YETHPH YCJIOBa Ja OMCMO uX oapennnd. Ysehemo naje a=-1u b=1.



fx)

Cnuka 2.5.

CaMYyHO Kao W MPHUIMKOM H3BONeHa TPANe3HOT MPaBHJia, IBa YCIOBa MOXKEMO JOOHUTH 3axTeBajyhu na
laycoBa kBampaTypHa (GopMmyia qaje TayHO PEICEHC¢ aKo j¢ MOAMHTErpaiHa (QyHKIHja KOHCTAaHTHA, OJTHOCHO
nmmHeapHa. Kako 6mcMo moOmimm pomaTHa Ba yciioBa, HacTaBHNeMO ca OBHM PE30HOBameM M 3axTeBahemo na

l'aycoBa kBaaparypHa ¢opmyna (2.24) naje TauHO peuicwme u 3a GyHKIHjy 00auKa mapabose ( f(x) = x? ) u3a

kyoHy Qynkuujy ( f (X) =x%). Yerupu jenHaunHE MOCTAjy

1
Co+C; = J.ldx =2, (2.25)
x=-1
1
CoXp +CiXq = dex =0, (2.26)
x=-1
2 s T2 2
CoXg +C X = P(Wzgu (2.27)
x=—1
1
CoXo +0x¢ = Iﬁdx:o. (2.28)
x=-1

JenHo pememe’ OBHX jeHAUMHA je Co=C=1u Xg=-X= —1/ \/5, mro ¢uHanHO BoAM Ka layc-
JlexxannpoBoj popMyiu y 1Be Tauke

[~ f[_%} f[%} | (2.29)

Ha ocHOBy oBoTra /101a3MMO /10 3aHUMJBHBOT' 3aKJbY4Ka J1a cabupameM BPeJHOCTH (YHKIHMja Y KOOpAUHATaMa
Xo :—1/ V3 u X1 =1/ J3 pe3ynTyje mpopadyHOM MHTerpaina Ha uHTepBay —1< X <1 koju mMma Tpehu pen
TA4YHOCTH.

VY jemnaunnama of (2.24) mo (2.29) npeTmnocTaB/beHO je Ja ¢ MHTErPAIlMOHM WHTEPBA MPOCTUPE O
a=-1 no b=1. OBo je ypaljeHo kako Ou ce I0jeJHOCTABHO NPOpauyH KoedHIMjeHaTa C, U C,, Ka0 U Tayaka
UHTErpaluje X, ¥ X, OJHOCHO ja Ou ce mobuna HajommuTHja Moryha dopmyna. Y ciydajy ga cy rpaHuue

HHTErpalje aIpyraudje, CMeHOM NMPOMEHJbMBUX MHTErpall ce YBEK MOXe CBeCTH Ha mHTepBai og —1 mo 1. Ha
IIPUMED, aKO CE pelllaBa MHTETpall

b
| = j f(x)dx (2.30)
X=a
npu yemy je a#—1 u b =1, moxe ce yBecTu nomohHe IpOMEH/bHBA X4 KOja 33J0BOJbaBa
b+a b-a
X=—F—Xy, 2.31
2 5> X (2.31)

2 Jlpyro penieme Co=C=1u X5=—X% :1/ J3 BOJIM Ka MCTOj KBajapaTypHOj (opmynu, ma ra 300r
Tora HeMa noTpede moceOHO pa3MaTparTH.



a U3 IPETXOJHE jeAHauNHe OUUITIEAHO je 1a je X =a Kaja je Xy =—1, omHocHo xa je X=Db kagaje Xy =1. U3

npeTxXojHe penanuje Moxe ce Hahu Besa u3mehy audepeHnujana mMpoMeH/bMBE X M MPOMEHJBUBE Xy Koja

riacu
=22y, | (2.32)
2
OIHOCHO Xy C€ MOXKE M3Pa3HTH IPEKO X Kao
2x—a-b
= 2.33
4= (2.33)
Cwmenama (2.32) u (2.33) y unTerpan (2.30), nHTETpaI ce MOXKE CBECTH Ha OOJIHK
h b-a
| = j f(x) o (2.34)

Xg=-1

Ha KOjU ce MOTYy NMpUMeHHTH cTanaapaHe [ayc-Jlexxannpose gopmyre. Cmene (2.32) u (2.33) Bpuie npomeHy
TpaHuLe HHTerpaa 6e3 IpoMeHe BPeJHOCTH CaMOT HHTerpaa.

2.3.3.Tayc-/IexkxanapoBe ¢opmyJie ca BUIE TadyaKa

Ocum T"ayc-JlexanapoBe Gpopmyiie y IBe Tauke, pa3BHjeHE Y MPETXOJAHOM OJICJbKY, (hopMyJsie ca BHIIC
Tayaka MOTY C€ Pa3BUTH Mojia3ehint 0J1 OMIITer n3pasa

I~ Cof(Xo)+C, F(X))++Cog F(Xos), (2.35)
npu 4eMy je N Opoj Tauaka HHTErpanuje. BpeaHocTn Tauaka HymMepHuKe HHTeTpanyje X; U KoedHimjeHara
(0<i<n-1) npukasane cy y Tabemu 2.5 3aK/by4HO Ca HHTETPALMjOM y IIECT TAYaKa .

Weighting Function Truncation
Points Factors Arguments Error
2 ¢ = 1.0000000 % = —0.577350269 =f4g)
¢ = 1.0000000 x = 0.577350269
3 ¢ = 0.5555556 Xy = —0.774596669 =fllg)
¢, = 0.8888889 = 0.0
¢ = 0.5555556 X = 0.774596669
4 ¢y = 0.3478548 % = —0.861136312 =fEg)
¢ = 0.6521452 x = —0.339981044
= 0.6521452 x2 = 0.339981044
¢y = 0.3478548 % = 0.861136312
5 cn = 0.2369269 X = —0.906179846 =f10¢)
¢ = 0.4786287 x = —0.538469310
¢, = 0.5688889 % = 0.0
¢ = 0.4786287 X = 0.538469310
c = 0.2365269 = 0906179846
6 o = 0.1713245 X = —0.932469514 =f17g)
¢ = 0.3607616 x = —0.661209386
¢ = 0.4679139 % = —0.238619186
¢ = 0.4679139 X = 0.238619186
¢y = 0.3607616 x = 0.661209386
c; = 0.1713245 X = 0.932469514
Tabena 2.5.

Ha cnuiu 2.6 mpukasaHu cy pe3ynTaTH 3a MCTU IpuMmep kao M Ha ciuud 1.9, camo mro ce cana
kopuctu [ayc-Jlexxannpoe wmnTrerpanuone ¢opmyne. Ha cimmm je mpukazaHa u QyHKOMja Koja omazia
MIPOTIOPIIMOHAIIHO Ca MPEANKIMjOM Ipelke u3 uspasa (2.36).

® 3a ocrame cnyuajese mornemati https://keisan.casio.com/exec/system/1329114617 TaGemupane
BPEAHOCTH Tayaka u koeduuujenara ayc-Jlexxanapose opmyna 3akipydHO ca uHTerpauujom y 100 tayaka
MOTY ce mpey3ertu ca aapece http://mtt.etf.bg.ac.rs/ms/AMK/Predavanja/GL.txt.



https://keisan.casio.com/exec/system/1329114617
http://mtt.etf.bg.ac.rs/ms/AMK/Predavanja/GL.txt
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Cnuka 2.6.

30or Tora mmro [aycoBe KkBaapaTypHe QopMmysie 3axTeBajy BPEOHOCTH  (QYHKIHjEe Yy
HECKBUIMHCTAHTHAM Taukama, OoBe (OpMyJie HHCY TIOTOJHE Yy CHUTYalldju Kaja je (YHKIHja 3ajaTa MpPeKo
tabemapuux BpexHoctu. Ca Apyre cTpaHe, Kaja je QyHKIHja MMO3HATa K MOXe Ce TPOpPadyHaTH y TPOU3BOJHHO]
Tauk¥, eQUKACHOCT ['ayCOBMX KBaipaTypHUX (OpMylia MOXKe OWTH MPECYIHH €IEMEHT 3a BHXOBY MPHUMEHY,
moceOHO Kaja je moTpeGaH BUIIECTPYKH MPOPAYyH HHTErpaa.

2.3.4. Ananu3a rpeuike 'aycoBux KBagpaTypHuUx popmyJia

I'pemika "aycoBux-JlexxaHAPOBHUX KBaAPATYpHUX (OpMyiIa TEHEPAITHO Ce 3aIlucyje Y 00Ky
22n+3((n +l)!)4

_ f(2n+2)(g). 2.36
° (2n+3)(2n+2) © (239

npu yemy je N Opoj Tauaka HyMepHYKe MHTerpaluje yMameH 3a jelaH, a f(2n+2) (Zj,) je u3BoA pena (2n+2)
¢yukumje f xoja ce murerpamu Haxg nomeHom —1<E&<1. Ilopenehu jennaumny (2.36) u pesynarate u3

Tabene 1.16 Moxke ce youuTH CymepuoOpHOCT ['aycoBHX KBaapaTypHUX (Gopmyna y ogHocy Ha HbytH-Korecose
(dopmyie, 1o yCIoBOM Ja u3Boau ¢yHkirje f He pacty 3HauajHO ca mopactoM N .

3a ¢dyHKUMje KOjUMa BPEAHOCTH pacTy ca BHIUIECTPYKMM H3BOAMMAa, a Ha ocHOBY (2.36), Iayc-

Jlexxanapose dopmyiie He Mopajy OUTH HajO0JbM M300p. JeaHn o] OBaKBUX NMPUMEpA je U PellaBambe HHTerpaja
3

obnuka | = I

x=-3
Jajy TauHHj€ pellemne. YTPKOC OBOME, 32 BENUKH Opoj QyHKIHja Koje ce cycpehy y HHXKEHmEepCKOj MpaKcH,
T'aycoBe kBagpatypHe GpopMyIie peIcTaB/bajy eQuKacaH HAuYWH 3a MPOPadyH WHTETpaa.

Y dx, kama sBumecTpyke npumene CHUMIICHOHOBOT NpaBMiIa WM PoMOGeprose MHTErpaiuje



