1 YBopg,

VY okBUpY OBOT NOTIJIaBJba, HA NPHUMEPYy paclojeie HalloHa JIyX Boja ca ryOunmma, npukasahemo
(dopMupame cucTeMa jeHauYMHa METo/la KOHAYHUX eJeMeHaTa npuMeHoM ['anepkuHoBOr MeTosa. ["anepkuHOB
MeTox pe3yiaToBahie MCTHM CHCTEMOM jeJHaYMHa KOjU CMO JOOWIM M paHuje, KaJa cMO IOLUIM OJ HM3pa3a 3a
CHary Koja ce ImpocTHpe BOJIOM OJHOCHO M3pa3a 3a CHary ryOMTaxa, M3pasuiid Ty CHary NpeKko HaloHa M Kaja
CMO 3aXTEBaJIM J1a HyMEPUYKO pelIere 3a HAaloH Oylie TakBO Aa cHara ryouraka Oyne MuHnmaiHa. [IpuHumn
(dopMHupama cHCTEMa jeHAYWHA METOJa KOHAYHMX eJIeMeHara Ha Taj HaumH (moxasehm ox cHare) mpumana
KJIacH BapHjallMOHUX MeToZa Koje ce HaHac peTko xopucre. Ca apyre crpane, ['alepkiHOB METOJ TPEHYTHO
mpecTaBjba jemaH o Hajuemrhe kopuimheHMX MeEToAa y OKBHPY METOJa KOHAUYHHX eJIeMEHaTa M MeToja
MOMEHaTa.

Hakon Tora ysemhemo ¢yHkImje 0a3uca BHIIET pela Koje ayToMarcKu 00e30el)yjy KOHTHHyamHOCT
HYMEpUUYKOT pelleka 3a HalmoH. Y CHTyaldjamMa KajJa Cce METOJOM KOHAuHHMX elieMeHara pellaBajy
CIIEKTPOMAarHeTCKH TpoOJIeMH, aHajJorHe QyHKOWje Oa3mca ayromMarcku o00e30el)yjy KOHTHHYaTHOCT
TaHTCHIIMjaJTHe KOMITOHEHTE eJNEeKTPHYHOT T0Jka Ha CIOjy IBa KOHAYHA €JIEMEHTa, a TakBe (yHKImje Oa3zmca
Ha3uBajy ce porop-komdopue (curl-conforming basis functions). Ha camom kpajy, Kpo3 HH3 HYMEpUUYKHX
mpuMepa carnenahemo npeaHOCTH OBakBHX (PyHKIHja Oa3uca.

2 Ia/1IepKUHOB METO/,

IMocmarpajMo BoJ MOAyKHE OTIOpHOCTH R', momykae npoBogHoct G’ u myxkune L . Heka je Bonx
MOCTaBJbEH YK Z-oce JIeKapToBOT KOOPAMHATHOT CHCTEMa, HEKa ce MOYeTaK BOJa Hajda3d Yy KOOPIAWHATH
z=-L, a kpaj Boma y xoopaunatu z=0. Heka je Ha moueTky Bojaa ( Z=—L ) npuKIbyUeH HACATHH HATTOHCKH
TeHEPaTOp CTAlHE eNEKTPOMOTOpHE cuiie Ej, a Heka je Box oTBOpeH Ha cBoM ApyroM kpajy (z=0). Kao mro
j€ U3BE/ICHO paHHje, HAIOH YK BOJIa 3a/I0BOJbaBa NU(EPEHIHjaHy jeIHAYUHY APYTOT pea

d’U(z
#—R'G'U(z)zo, -L<z<0, (2.1)
dz
a Be3a u3Mel)y HamoHa u cTpyje (3a ycarnaiieHe pedepeHTHe cMEepoBe TJIeAaHo Ol TeHeparopa Ka OTBOPEHOM
Kpajy Boja) je
1 du(z)
I(z)=—— . 2.2
@)=--5— (22)
Ocum jemnaumne (2.1) 3a jemHo3HauHO ojapehuBame HamoHa MOTPEOHO je Ja HA KpajeBMMa BOJa HAIMOH
3a10BOJbaBa U ciieehe rpaHUYHE yCIIoBe:

U(z=-L)=E, u (2.3)
_ oy 1du(z=0) _
1(z=0)= S r— =0. (2.4)

[oxmemumo caga Bog Ha K koHauHux enemeHara gyxuue L, K=1.., K, npu gemy cy rpanuue
KoHa4HoT enementa Kz, | u Z,, (2, <2<2 ., Ly =2 ; — 7). AIPOKCUMATHBHO (HYMEPUHYKO) PELICH:E 3a

HaIlOH Ay KOHAYHOI' CJICMCHTA k, U(k) Z), MOXEMO MpeACTaBUTH 00JIUKYy CyMme IO OU3BOJa IMO3HATHX
FEM

¢yHKIH]ja O6a3uca oci(k)(z) 1 HETIO3HATUX KOHCTaHTH (Koe(duIlijeHaTa pa3Boja) Ui(k) , OJTHOCHO K20

Ny
Ué'E)M(z)zzm(k)(z)Ji(k) L 7 <257, k=1..,K, (2.5)
i—0

npu yemy N, IIpeicTaBiba CTEIEH alpOKCHMAIHje HEIIO3HATOr HAIlOHA Ay KOHa4YHOT eneMeHTa K . ®yHkuuje

k .
6a3uca OLi( ) pasyMuuTe Cy OJ HyJI€e MCKJBYYHBO JIyX KOHAYHOI elleMeHTa K, a jeqHake Cy HyJIH JyK CBUX

OCTAJIMX KOHAYHHUX €JIEMEHaTa. KOM6I/IHyjth/I HyMCEpHUYKa pCUICHkha 3a HAIOH AY’K CBUX KOHAYHHUX CJIEMCHATa
H06I/IjaMO HYMCPHUYKO PCHICHEC 3a HAIIOH AYK YUTAaBOI' BOJIA, ITO C€ MATEMATUYKU MOKE 3alTUCATHU KAaO

K

UFEM(Z):ZUF(:kE)M(Z)’ -L<z<0. (2.6)
k=1



IMoacerumo ce na cy ¢yHkiuje Oasuca Koje oAroBapajy k -ToM KOHAuYHOM eJNEMEHTY [eHHHCaHe caMo Y
okBHpY K -TOT KOHAYHOI eleMeHTa, a Hylla Ha MECTHMa OCTAIMX KOHAuyHHX ejleMeHata. CaMHM THM WM HAloOH

U ;(:E)M (z) pasnuuur je on HyJe, y OIIITEM CIy4ajy, caMo IyX K -TOT KOHa4YHOT eleMeHTa, ma uspas (2.6) Tpeda

CXBaTUTH Ha HauuH jAa ykynaH HanoH Uggy,(Z) npexncraBiba yHHjy HaloHa U,E?M , a He J]a CyMHpame Tpeba
CIIPOBECTHU Y CBaKOj TA4KH 3a CBaKy (yHKIH]y Oa3uca.

Hymepuuko pelerme 3a HaloH JIyX BOJa, Y OIIITEM CIIy4ajy, pa3nukoBahe ce 0/ er3akTHOT peliema,
npu yemy he pasznuka nzmel)y HyMEpHUYKOT M €r3aKTHOT pellera I0CTajaTH CBE Mamba U Mama ca rnosehamem
TA9HOCTH HYMEPUUYKOT pellema. MaremMaTndku (POpMaTHO OBO CE MOJKE 3alMCcaTH Kao U(z)zUFEM(Z), Ipu
yemy je U (Z) €r3aKTHO pemiee jenHaunde (2.1) u rpannynux ycnosa (2.3) u (2.4), a HaKOH 3aMEHe NPETXOTHE

TPUOITIDKHE JeIHAKOCTH ¥ jenHadnHy (2.1) 1061jaMo 1a HyMEpUUIKO PelleHhe 32 HAOH MPUOIIIKHO 33/10B0JbaBa
Ty TudepeHINjaTHy jeTHATHHY

d’U z o
%()—RGUFEM(z)zo, -L<z<0. 2.7)
[IperxoxHa jenHaYNHA MOXKE CE HAITMCATH U Y OOJIUKY
dUeepy(z) oo,
%()—RGUFEM(Z):S(Z), -L<2z<0, (2.8)

mpu 4eMy 8(2) npencraBiba pesuayan (octatak) jemHaumHe (2.7). Ca moBehameM Ta4HOCTH HYMEPHYKOT
pemema Ugg,,, pesunyan y jennaunnu (2.8) nocrajalie cBe Mamy M MamH. Y OHINTEM CIy4ajy pesuayal M3
jennauune (2.8) He MoXxe OMTH WACHTHYKH jeIHAK HYJIH, OMHOCHO HE MOXE BaKUTH 8(2)20, -L<z<0, jep
6M Taja HyMEpHUKO pellleme OHIO jeIHAKO er3akTHOM peliemy, omHocHO Baxuino oum Upgy(z)=U(2),
—L<z<0, mro y onmrem ciydajy Huje Moryhe moctuhu ca koHauHMM OpojeM ¢yHKIMja 6a3zuca. 300r Tora ce
YMECTO 3axTeBa 8(z)=0, 3aXTeBa Jla OTEXaHa Cpelma BPEIHOCT pe3uayaia Oyae jeqHaka HyJH, OJHOCHO
3aXTeBa ce J1a BaXKH

0
[s@p@)dz=0, (2.9)
-
npu 4demy je P(z) mos3nara (yHampen 3aiarta) GyHKuMja TecTupama (testing function), ogHOCHO TeHHCKa
¢byHKIMja Yy TpopadyyHy cpelme BpemHOCTH. [lomTo je ampoKCMMaTHBHH HAlOH oOmucaH moMohy
K
Ndis:Z(Nk +1) HemosHaTHX Koeduuujenara’, motpeGHO je dopmupar oxroBapajyhm Gpoj jeaHaunHa Ha
k=1
OCHOBY KOjHUX C€ TH KOe(HUIHMjeHTH MOTY OIpemuTH. Y Ty cBpXy y jenHaumu (2.9) xopumetu ce Ny
pa3IMYUTUX TECT (PyHKIHja ﬁ(z), IpyY 4eMy CBaka JOMPHHOCH Ca MO jeIHOM jEAHAYMHOM IO HEMO3HATUM
koeduuujeHTuMa pas3poja HanoHa Upgy, . OBakaB HayMH pemiaBama AU(EpEeHINjalHUX jeHaUulHa Ha3MBa Ce
METOJI OTeXaHuX cpeamux pesuayana (method of mean weighted residuals). Kama ce MmeTos oTexxanux cpeamux
pe3uayaia HCKOMOUHYje ca MOoJIeJIOM KOMIUIETHOT Mpo0diieMa Ha KoHauaH Opoj KOHAYHMX ejeMeHaTa (y OKBUPY
MeTo/la KOHAYHUX eJeMeHaTa) No0Mja ce BPJO CBECTpaH M CHOCOOaH amapar 3a pellaBame MPOU3BOJBHUX
JudepeHIrjaTHuX jeIHaYnHa, OJJHOCHO HHXEHEPCKOT Mpo0ieMa OMUCaHOT TUM jeJIHAaYnHaMa.
VY oxBupy [anepkuHoBOr Meronga TecT (yHKIHMje WAEHTHYHE Cy (QyHKOMjamMa Oa3uca, OZHOCHO Y
OKBUPY ["alIepKHHOBOT METOAa BaKU B(Z):(x(jk)(z), 1<k<K, 0<j<N,. Ionazehu ox jemnaumue (2.9),

HaKoH npuMeHe [anepkuHOBOT MeTo/1a 1 Kopuctehu ce jennaunnom (2.8) nobujamo

0 .o 0
I d:#a(,—k)dz_ J.R’G’UFEMoc(jk)dz:O, 1<k<K, 0<j<N,, (2.10)
z

z=—L 7=—

IIpu Y€MYy CMO U30CTABUJIN CKCIUIMIIUTHY O3HAKY 3a 3aBUCHOCT (I)yHKL[I/Ija O Z -KOOpAMUHATE KaKO OuCMO 3amuc
YYUHUWIA KOMIIAKTHUM.

! O3uaxy “dis” yBems cMO Kako GHCMO Pa3IHKOBAIH BEIHUHHE KOje CE OJHOCE HA HEMOBE3aHH CHCTEM
jemnaumna (disconnected system of equations) u BenauuMHE KOje ce OZHOCE HA MOBE3aHH CHCTEM jelHAYHMHA
(connected system of equations) koju hemo yBecTH KacHHUje U 3a KOju heMO KOPUCTHTH O3HAKY “CoNn”.



Ax0 GMCMO MOKYIIAIK Ja JTUPEKTHO pemuMo jeaHaunty (2.10) METOJOM KOHAYHMX €JIEMEHATa, a KaKo
ToAMHTerpanHa GYHKIMja [o/1 IPBIUM HHTErPAIOM Y TOM H3pa3y He O OMiia CHHTyJapHa’, G110 61 HEOIIXOIHO
Ia KOoHcTpyumemo ¢yHKIuje Oasmca koje he o6e30eanTH Kako KOHTHHYATHOCT almpOKCHMATHBHOT HaIlOHA
Upgp Tako M KOHTHUHYATHOCT HETOBOT TMPBOT M3BOJA AYXK YMTABOT JOMEHA HaJ KOjUM ce pelaBa npobnem (y

HameM ciy4vajy 3a —L<z<0). OBo je mocra cTpor ycjoB KOju C€ IOCTaBba mpex (yHKuuje Oazuca LITo
JI0IaTHO OTeXaBa IBUXOBY KOHCTPYKLHjy. Kako Ou ce oBa nmotemkoha u3oeria, 0JJHOCHO Kako OMCMO CITyCTHIIN
pen W3BOAa MO OpBUM HHTerpanmoM y m3pasy (2.10), Ha Taj umHTerpan hiemMo NPHUMEHHTH MaplHjamHy
uHTerpanyjy. HakoH mapumjanHe HHTErpaiyje npBor nHrerpana u3 uzpasa (2.10) nobujamo
0 k
dUgey dof”

0 0
— dz+ IR'G'UFEMag“dz: aﬁ-”duﬂ , 1<k <K, 0<j<N,. (2.11)
. dz  dz 2L z J),_

O6paTtuMo Maxy [a Cy TpaHulle MPBOT MHTErpana y uspasy (2.11) u rpanuie y 4iaHy ca AECHE CTpaHe Te
JEAHAKOCTH TOBE3aHW IpeMa NpaBWIy MaplujajHe MHTErpaluje, OAHOCHO Jla €BeHTyalHa IPOMEHa I'paHula
HHTerpanuje y IpBoM HHTerpany y uspasy (2.11) mopa 6utu npaheHa oarosapajyhimM mpomeHama rpaHuna y
YJIaHy ca JecHe CTpaHe Te jeHAKOCTH.

V uzpasy (2.11) Ha 4IaHOBE 110/ IIPBHM HHTETPAIOM, aPOKCUMATUBHM HaroH U gy, U TecT QyHKIHjy
a(jk) Jieyje PBH U3BOJI, a IOBOJhAH YCIIOB Jla MOJUHTErpaiHa (GyHKIM]ja TOT HHTEerpaia He Oy e CHHryJIapHa je
Ja ¢yHKIMje 0a3uca, a cCaMUM THM M alpOKCUMAaTHBHU HAloH, Oyny KOHTHHyalnHe (QyHKuUHMje Oy)X 4YUTaBOT
nomeHa —L <7<0. AnpoxcumaruBHM HanoH Upgg,, KoHCTpyHcaH je momohy dyHknuja Gasmca Iy CBUX
KOHAYHMX eJIeMeHaTa, a MOroJHUM H300poM TuX (yHKIHMja Oa3uca alpoOKCHUMATHBHH HAIIOH MOXE C€ YYHHHTH

koHTHHYanHMM. Ca mpyre cTpane, ¢pyHKIMje Oa3uca, a caMUM THM M TecT (pyHKuuje oc(jk) pasIuuuTe Cy on

HyJIe CaMO Jy’K KOHa4YHOT elleMeHTa K W jemHake Cy HyJH IyX OCTaJMX KOHAaYHHUX elleMeHaTa. 300r Tora TecT
do, 8

j
dz
npBUM uHTErpaioM y (2.11) cunrynapHa Ha rpaHuIli KoHaYHOT exeMenTa K . 36or Tora hemo, kao mro he 6utu

NIPUKa3aHO Yy HACTaBKy, NIPWIMKOM TECTHpama TecT (PyHKIHjoM al rpaHULe HMHTerpana u3 m3pasza (2.11)

J
do

¢byHKIM]ja oc(jk) noceyje MPeKu/I Ha rpaHrIlaMa KOHaYHOT eileMeHTa K , ma je caMuM TuM GyHKIHja

noa

MIPOMCHUTH TAKO Ja O6yXBaTG camo ememeHT K , @ JOIPHUHOC HUHTETpaly OJ CHUHIYJIApHOI YiaHa Ha

IpaHULM KOHAYHOT eJeMeHTa K y3ehieMo Kpo3 mpoMeHy rpaHula y WiaHy ca JIecCHe cTpaHe jeaHakoctH (2.11).

(k)
; ; ; (k) dUfem
Y ToM 4iaHy mojaBibyje ce NMPOM3BOL TeCT (QYHKUMje O U W3BOLA alNPOKCHMATHBHOI HAIOHA 4
z
IMomro cmatpamo 1a hemo QyHkimjama Oasuca 006e30eqUTH J1a je anpoKCMMAaTHBHU HanoH Upgy, KOHTHUHyalaH

k
dU (g

3a —L<z<0, uzpaz Ha CMOjy JiBA KOHAYHA €JIEMEHTa MOXKXE MUMATH NPEKH[, ajd HEe MOXKE OUTH

CHHTYJIapaH, ITO O 0TEXAI0 POpauyH IPAHMYHNX BPEHOCTH Y WIAHy ca JIeCHe cTpaHe m3pasa (2.11).

dynknuje 6aszuca BuIller pena, Koje hemMo MpejcTaBUTH Y HAPEIHOM IOTJIaBJbY, Y OKBHPY jeJIHOT
KOHAYHOI' eJIeMeHTa KOHCTpyucaheMo momohy mosinHoMa, ma hie Ay jeqHOr KOHAYHOT eJIEMEHTa ayTOMAaTCKH
OUTH 3a710BOJbEHA KOHTHHYANHOCT HanmoHa Uggy, . [locebHoM mporienypom koja he taga 6utu npukasana o6uhe

3a10BOJbCHA KOHTHHYAJIHOCT HallOHa UFEM U Ha Cl'Iij JIBa KOHa4YHa CJICMCHTA. HpI/IMeTI/IMO Ja 'y OJHOCY Ha

CllyJaj JUPEKTHOT pemraBamba jenuauune (2.10), mpuamkoM pemaBama jeqHaunne (2.11) Huje HeomxomHO
BOJJMTH PauyHa O KOHTUHYAJIHOCTU M3BoJa HamoHa Upgy, , 0THOCHO KOHTUHYAJIHOCTU M3BoJa (yHKIHMja 6a3uca

Jy’K KOHAYHUX CIIEMEHATa M Ha CII0jeBIMAa KOHAYHHX €JICMCHATA.
300r TOra mITO Cy TeCT PyHKIHje oc(jk) jeIHaKe HYJHU Iy’K CBUX KOHAYHUX eJIeMeHaTa U3y3eB elIeMCHTA
k (z,,<2<7,), caMuM TUM IyX THX eneMeHara Oulie jeaHAaKH HYJIM M U3BOIM TecT GyHKuuja. 300r Tora ce

rpanune MHTerpanuje y mspasy (2.11) mory cysutm ca —L<z<0 ma z,<z<7z, a 1a ce BpeaHOCTH

2 Ako 6u y TIOCMaTpPaHOM HHTETpally MOJUHTErpanHa (yHKIHja Owiia CHHTYJIapHA, y 3aBUCHOCTH O]l
TUTIA CHHTYJApUTETa, TO O BOJIJIO UM Ka TOME Ja CE€ IOCMAaTpaHH MHTETrpall He MOXKE PEIIUTH, WIH Ka TOME
Jla ce TH CHHTYJIAPHU WIAHOBH MOPajy EKCIUIMIIUTHO NMPOPAYYHATH U YKJBYYUTH Y HHTETPALH]Y, IITO 1aJb¢ BOIH
Ka JOJaTHHAM IOoTeKohama.



uHTerpana He npomene. IIpu Tome anpoxcumaTuBHU HanoH Uggy, nox uHTerpanuma nocraje Upgy = Ué@,\,, ,a

MOJICETUMO C€ Jla TIPOMEHa TPaHHWIla WHTETpanuje y mpBoM HHTerpany u3 (2.11) Mopa 6utn mpaheHa MCTOM
MPOMEHOM I'paHHIa y YWIAHOBHMA ca JIeCHE cTpaHe Te jemHakocTu. Hakon cBera oBora uspas (2.11) nocraje

Zir ®  do (k) Zk r Zir
J'duﬂ 0z +RG J-US,‘E)Ma(k)dz—( <k>dudﬂ) J1<k<K,0<j<N,. (212
z

=2 7=7, =Ly

VY npeTxogHOM HM3pa3y cMaTpajd CMO Ja Cy IOAYy>KHa OTIIOPHOCT M IIOJIYXKHa IPOBOJHOCT KOHCTaHTHE JIyK
MOCMaTpaHoOT KOHAuHOTI eJleMeHTa, Ta cMo R' m G' m3Bykim ucnpen uHTerpaita. Mero] KOHaYHUX eleMeHaTa
MOXKE €€ HCKOPHUCTHTH M 3a MOJEJOBaKkEe KOHTHHYaJHO HEXOMOTCHHX CPEIMHA, a Yy HamleM KOHKPETHOM
IpUMepy TO OM OArOBapaJio CUTYaIMjH Kaxa OU ce IMOIyXHa OTIIOPHOCT M MOJYKHA MPOBOJHOCT MEHAIH YK
KOHAYHOT eJIEMEHTa, OJJHOCHO Kaja 6ucMo R' 1 G' Mopaiu 1a 0cTaBUMO O] HHTETpaiioM y uspasy (2.12).

Hanon UFEM nox uHTerpaiuma y (2.12) mMoxe ce mpeacTaBuTH y oOIHMKY passoja (2.5), a HakoH

3aMeHe pejocie/a CyMupamba M MHTerpanyje nooujamo (MHAIHU M3pa3 Ha OCHOBY Kora hemo ¢opmupatu

. . . K .
CHCTEM JIMHEAPHUX jeTHaYMHA 110 HEMO3HATHM Koe(HUIIMjeHTUMA Pa3Boja Ui( ) KOJHU IJIacu

dz

=7, =2y )

1<k<K, 0<j<N,.(2.13)

) e Zk,r
(k) J‘ ——dz |[+R'G’ Z U (k) Iai(k)(x(jk)dz = (U,(jk) —dU FEM j ,
dz

Pa3eoj (2.5) HMCMO NPUMEHWIN Ha YIaHOBE ca JdecHe cTpane jemanHaumHa (2.12) u (2.13), momro hemo Te
YJJAHOBE aHYJIUPATH MPUIMKOM (opMHparba IOBe3aHOT CHCTEMa jeHaYnHa MOCTYIIKOM Koju he OMTH mpHKa3zaH
KacHHje.

2.1 ®dyHKyuje 6a3zuca suwez peda

VY oxBHpy oOBOr moriaBjba yBemheMmo ¢yHkmuje 0Oasuca Buier pena. IlocMarpalieMo KOHKpeTaH
mpuMep oapehuBama HamoHa AYX BOJAa ca TyOWMIMMa, a mojasehu o OBOT jeqHOCTaBHOT mpuMepa (QYHKIHje
0a3yca BUILET pela MOTY C€ Pa3BUTHU U 33 OIHMCHBAE IPOU3BOJBHO CIOKEHUX HHKCHEPCKUX Ipodiema.

Oynkimje Oa3rca BUIIET pefa MOCeAyjy JABa BakHa cBojcTBa. Ha mpBom MecTy omoryhaBajy na ce
HEMO3HATH HAIlOH Y OKBUPY jEIHOTI KOHAYHOT €JEMEHTa MPEJICTaBUTH JIMHEapHOM KOMOHMHAIIMjOM IOJHMHOMA
NPOU3BOJBHO BHCOKOT pena. Ha oBaj HauMH y OKBUPY CBakor KOHAuyHOI elieMeHTa J00Hja Ce BHILE CTEICHH
ci1000/1e 32 ONICHBAKE HEMO3HATOT HAIIOHA, A IIOJIMHOMHMA 3310B0JbaBajyhie BUCOKOT pesia MOTY e PellaTUBHO
TayHO MOJICJIOBATH U Op3e MpOMEHe HamoHa Xy Bojaa. Ha npyrom mecty, GyHKnuje 6a3uca BUILET pela Koje
hemMo mpHKazaTH KOHCTpyHCaHe Cy Ha TakaB HauMH Ta C€ HHUXOBOM INPHUMEHOM pEJNATHBHO JIAKO MOXKE
00e30equTH KOHTHHYaJIHOCT HallOHa JyX Boza. IlofceTnmo ce za je TO ycioB Koju Mopa OMTH 33a0BOJBEH Y
m3pasuma (2.11), (2.12) u (2.13).

Oyuknuje 6azuca aepunucaheMo Ha POJUTEIHCKOM EIEMEHTY 4Wja Ce JIOKalHa KoopjauHata U
mpocTupe y rpanuiiaMa —1<U <1, a bUX0B O0JIHK je

1—_u, i=0
2
1+u i1
a=1— 0 1= . (2.14)
u' -1, i=246,.
u' —u, i=357,.

Usrnen oBux ¢yHkuuja 6asuca mpukaszaH je Ha ciauim 1 32 0<i<11. Ca Te ciuke MOXe CE€ YOUUTH Aa CY
¢yHKIHje 6a3uca KOHCTpyHCaHE HAa TakaB HAYWH JIa je Ha JIEBOj IPaHUIM KOHayHOT eneMmeHTa (U =-1) camo
OasucHa QyHKIMja O Pa3INYMTA OJ HyJe (1 je/IHaKa jeIMHHIM), /1A j€ Ha JECHOj IPaHHIM KOHAUHOT eleMeHTa

(u=1) camo 6asucHa ¢yHKUMja 0 Pa3AMUUTA O] HyJe (M jeAHAKa jeAHMHMIN), HOK Cy CBe ocTraine (yHKLHje
Oasuca, o;, 1=2, jefHaKe HyJIH Ha TpaHHI[AMa KOHA4HOT eleMeHTa. Y cTBapH, QyHKuHje 6asuca oy U 04
OAroBapajy paHuje KopHIINeHUM Aeo-10-1e0 JuHeapHuM (yHKIMjama 6asuca, a QyHkuuje 6asuca o, 1>2,

Cy MOJIMHOMH pelia | KOju Cy jeqHaKu Hynu 3a U=+1.
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Cnuxka 1.

W3BeanMo caia yCclioB KOjU MOpajy 1a 3a70BoJbe KoeduimjeHTn passoja (2.5) xako Ou HarmoH OHO
KOHTHHYyallaH JyX BOJa. 3a MOYETaK MOCMATPajMO CII0j [Ba KOHAYHA CIEMEHTa, MpUMepa pamu enemeHta K
KOJH ce HajasM y omncery 2z, <z<z,, uenemenra K-+1 koju ce Hanasu y oncery Z, ., <2<Z7,q,, IpH 4eMy

je KoopMHaTa cnoja Z =2z, = Zy,;|, Kao WITO je IPUKa3aHo Ha ciuiy 2(a). Jenune nee Gynkuuje 6asuca koje

(k)
1

HMajy HEHYITY BPEIHOCT Ha MECTY TOT croja cy QyHKIHja 6a3uca o, ' Koja MpuUIMaaa eIeMeHTy K u Hamasu ce

(k+1)
0

ca JieBe CTpaHe cmoja, u QpyHKIUja Oa3mca o Koja npumnaza eixementy K +1 u Hamasu ce ca JiecHe CTpaHe

croja. IlomTo pasmaTpamo camo BpeaHOCT HamoHa Upg,, Ha CIOjy ABa KOHAauHA €lEMEHTa, Ha CIUIH 2(a)
MpUKa3aHe Cy caMmo Te JBe (QyHKIUje 0a3uca HAKOH MHOXea oJrosapajyhum xoeduiumjeHToM paszpoja (2.5).
Ha ocHoBy pasBoja (2.5), Bpensoct HanmoHa Upg,, Ha MeCTy croja ca cTpaHe elieMeHTa K je ocik)(zk,r)Ul(k) ,

(k+1)
0

. . k1 :
JIOK je BPEIHOCT HAIOHA HA MECTY CIioja ca cTpane enementa K+1 o (Zk+1',)Ué D Tlowro Ha MECTY CI10ja

BaXHU J1a je a&k)(z)zagkﬂ)(z) =1, ycJIOB KOHTHHYaJTHOCTH HaIllOHAa Ha MECTY CIIoja IoCcTaje Ul(k) =Uék+1).

HaxkxoHn 3am0BoJpeHa OBOT YCIIOBA MPOW3BOJ OBHX (PYHKIHja Oazmca u oAroBapajyhmx xoeduImjeHaTa pa3Boja
mpuKa3aH je Ha ciaunu 2(0). YciioBe MOIyT OBOT MOTPeOHO je (OopMHpaTH Ha CBUM CIIOjeBUMa KOHAYHHUX
elIeMeHaTa, a CUCTEM jelHaYMHA Y KOjUMa CY TH YCJIOBH ayTOMATCKU 33/I0BOJbCHU HA3MBA CE MOBE3aHH CHCTEM
jeIHaYHHA.

 aBUW W

»
N

Uék+1)

Zy | Zk,r Zk+1,| Zk+1,r z

Cnuka 2.

2.2 dopmuparse jeOHa4yuHa 34 jedaH KOHAYAH es1eMeHm

dopmMupajMo caga CHCTEM je[HA4YMHA 3a jeflaH KOHayaH ejleMeHT nosasehu on jeaHauumne (2.13) u
kopuctelin GpyHkuuje 6azuca (2.14). 3a nouerak younMmo Ja ce u3pa3 ca JIecHe cTpaHe jeaHakoctH (2.13) moxe
nojexHocTaButH. [Tohumo ox



Ber dU e (2, ;)
k FEM\“k,r
(j )(Zk’r) dz

=2y

dU e (24 1)

),
oy’ (z,) rm

(a(j” (2) Wj (2.15)

Oynkuje Oa3zuca BHIIET pela Kojeé KOPHCTHIMO KOHCTPYHCAIH CMO Ha TaKaB HAYWH Ja je Ha JEBOM Kpajy
KoHayHOT enementa K (Z =2y ) camo ¢pyHkumja 6asuca océk) pasnmmuuTa ox Hyle (M jelHaka jeIUHHUIN), TOK
cy cBe octane ¢yHkimje Oasuca jemHake Hynu. CIMYHO TOME, Ha JECHOM Kpajy KOHAYyHOr elieMeHTa K
(z=12,) camo je dynximja Gasuca aik) pasiuuuTa O HyJle (M jemHaKa jeMHHUIM), NOK Cy CBE OCTalle

¢byHKHuje 6asuca jenHake Hyad. [Ipema ToMe wiaH ca fecHe ctpane jennakocts (2.13) mocraje

du z

_ FE(';A( k"),j:O
z
Zkr
: du z
[a(jk)(z)duij(Z)j _ W j=1. (2.16)
z Z=Zy z i

0, j=2

Ha ocHoBy oBora jennaunna (2.13) 3a KOHa4HU eneMeHT K MojKe ce 3amicaTi Y MaTpUIHOM OOJIHKY Kao

_ w o [ dUeen(z) ]
k k k k FEM L4k 1
RYORD R e R o |-t
k K k k k
Ry R ORY Fl(NE u dUeem (%)
k k k k (| =
FZ(O) |:2(1) |:2(2) FZ(N)k U? = C(i)Z , (2.17)
FO ER EO L gl y® 5
BLRY N, 1 Ny 2 NN L Nie 0
NP YeMY Ce eJIEMEHTH MaTpUIle CHCTEeMa [F(k)] padyHajy Kao
R =s+RGMY, 0<i,j<N,, (2.18)
OJTHOCHO MATPHUYHO Kao
[F©] =[s®] +raM®] (2.19)
IIpH YeMYy C€ €JIEMEHTH MaTpulle (Mace) [M (k)] padyHajy Kao
Zk,r
M = Ioci(k)ot(jk)dz, 0<i,j<N,, (2.20)
Z:Zk’|
JIOK C€ eJIeMEHTH MaTpuIle (KPyTOCTH) [S (k)] padyHajy Kao
Zs ®)
do(® dot .
s = [ ") 4z, 0<i,j<N,. (2.21)

dz dz

=7y

Caja kaja UMaMoO ajJropuTaM M jeAHaYuHe 3a (QopMHpame CHCTeMa jelHa4YMHA 3a jeJaH KOHAYaH
€JIEMEHT, Y HacTaBKy hieMo MpPBO MpHKa3aTH Kako ce GopMupa HEMOBE3aHH CHCTEM jeJJHAYMHA 32 CBE KOHAYHE
€JIEMEHTa, a HAKOH Tora Kako ce (opMHpa M TMOBE3aHM CHCTEM jelHAYMHA KOjU ayTOMAaTCKH 00e30ehyje
KOHTHHYaJHOCT HAIlOHA Ty’ BOJA.

2.3 dopmuparse noge3aHoz cucmemd jeOHa4uHa

dopmupame MOBE3aHOT CHCTEMa jeHaYMHa MIycTpoBaheMo Ha mpumepy Koju ce cacroju ogq K =3
KOHa4Ha eJIEMEHTA, IIPU YeEMY CBAaKM KOHA4YHH eJIeMEeHT KopucTH QyHkiuje 6asuca pena Ny =N, =N; =N =3.
3a cBakd O] KOHAYHHX elleMEHaTa MOe ce (opMHpaTd MarpuuHa jenHadwHa momyt (2.17), a kama ce
jeZHauMHE 3a CBe KOHAYHE eJIEMEHTE IPYIHUIIY y HEIIOBE3aHU CUCTEM jelHaYHMHA, Ta] CUCTEM MOXKE CE 3aluCaTH
Y MaTpUIHOM OOJMKY KOjH IJIacH
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Fo Fo Fp Fog US| | dUgem(z,)
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bl | 1o || ol
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R o] |0
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Pangun nmakmie opuwjeHTanuje, y MpeTXOAHO] MAaTPUYHO] jeJHAYMHH CJIEMEHTH KOjH IMPHIAAAjy IPBOM EICMEHTY
NPUKa3aHu Cy IUIaBOM 00jOM, €IEMEHTH KOjH MpHIIaajy JPYyroM eJleMEHTY NpHKa3aHH Cy LPBEHOM 00joM, a
CJIEMEHTHU KOjH Mpumaaajy TpehieM eleMeHTy mpukas3aHu cy 3eieHoM 0ojom. [IpeTxomHa MaTpuyHa jeaHAYMHA
MOX€ C€ KOMITaKTHO 3aIllMCaTH Kao

[FaisIUais]= [9is] (2.23)

IpHu YeMy je AUMEH3Hja HeroBe3aHor cucTeMa jenHaunHa Ny =(N+1)K =12, ma je caMum TUM U IUMEH3Hja
MaTpulie [Fdis] 12 x12 . lumensuje oxarosapajyhux Bekropa koedurimjeHara [Udis] Kao U BEKTOpa CI000HUX

4JIAaHOBA Ca JeCHe CTpaHe jeanaunHe (2.22), koje hemo o3HaunTH Cca [gdis] cy 12x1.

[Nonazehn ox HemoBe3aHoT cucTeMa jeqHaunHa (2.23), oqHOCHO (2.22), Kao IPBHU KOpak Ka GopMupamy
MOBE3aHOT CHCTeMa jeHaYMHa, YOUMMO 13 3aXTEB [a alpOKCHMATHBHHU HAIOH IYX BOAa Oyae KOHTHHYalTHa
¢yHKUHja, ayTomaTcku Hamehe onpel)eHe penanmje Koje MOpajy mocTojat nu3Mel)y HEeMmo3HaTHX Koe(HIrjeHaTa

Ui(k), 0<i<N,, 1<k<K. Cucrem jenHaunmHa KOjH ayTOMAaTCKH 3a/l0BOJbaBa TE peJlallije Ha3MBa Ce
MMOBE3aHU CHCTEM jeTHAYMHA.

Oynkimje 6a3uca Koje KOpUCTUMO JeuHUCaHe Cy TOMOhy MOoTMHOMAa KOjU CY KOHTHHYAIHE (QyHKIIHje
Jy’K IOCMATPaHOT KOHAYHOT €JIEMEHTA, 1 CAMUM THUM U alipOKCHMATHBHU HATIOH MOpa OMTH KOHTHHYaJIaH YK
MOCMATPaHOT KOHAYHOT eJIeMEHTa. JeJIMHO MEeCTO re MOKe JA0hM 10 Mpekuaa ampoOKCUMATUBHOT HAIIOHA je Ha
CHojy JiBa KOHayHa eyieMeHTa. 300r Tora hemMo mocMaTpaTty MCKJbYYMBO CIIOjeBE KOHAUYHHUX €JIeMEHaTa, a Oll
cBux (yHKIMja Oa3uca Off MHTEpeca Cy HAM caMO OHE (yHKIUje Oa3uca Koje MMajy HEHYJITY BPEIHOCT Ha
KpajeBUMa KOHaYHMX eJieMeHara, IOIITO CaMO OHE MOTY Pe3yJTOBAaTH NMPEKUIOM alpPOKCHMATHBHOI HAIOHA.
Ocrane ¢yHkimje Oasuca 4uja je BPEIHOCT HyJa Ha KpajeBUMa KOHAYHHMX €JIEMEHATa HE MOTY Pe3y/ITOBaTH
MPEeKHUIOM alpPOKCHUMATHBHOT HamoHa. Ha ocHOBY u3pasa (2.14) mpuceTuMo ce aa jeauHo npBe aBe QyHKIHje

0asuca, (xgk) u aik) , 1<k <K', uMajy HEHyNTy BPEIHOCT Ha KpajeBMMa MOCMAaTPAHOT KOHAYHOT elleMeHTa K .

300r Tora cy camo oBe (hyHKIHje Oa3mca, HAKOH MHOXCEHa ca onroBapajyhnM xoeduimjeHTHMa U3 pas3Boja
(2.5), mpuka3aHe Ha CJIMLM 3 3a MOCMaTpaHa TPU KOHAYHA €IEMEHTa M3 Haller MpuMepa, a ocrane (QyHKIHje

0asnca Koje HaM HUCY Of MHTepeca, oci(k) , 1<k <K, i >2 usocraBibeHe Cy ca Te CIMKE pagy IPerieJHOCTH.
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Cnuka 3.

Ja O6u HamoH OMO KOHTHHYyAaJIaH Ha CIOjy IPBOT U IPYTroT KOHAYHOT eJIeMEHTa, ca CIHUKE 3 OYHTIICTHO
je a Mopa Ja BaXKu Ul(l) :Uéz), IITO je Ha TOj CIHIN Ha3HAUEHO CTpeNumamMa JpyOmdacte Ooje. Y cucremy

jennauuna (2.22) oBa jBa Koe(UIMjeHTa O3HAYCHA Cy MACHUM CIIOBUMA Kao M KOJIOHE MaTpHIle [F] KOje OHH
MHOXe. [lomro Ta Ba KoeduiMjeHTa MOpajy OUTH jeaHaKa, Opoj Hemo3HaTHX Buie HUje 12 , Beh nmocraje 11, a

yMecTo Uéz) MOJKE c€ MHCaTH Ul(l) . Taga ce xoedpunmjeHTH Ul(l) u Uéz) (03HaYeHHW cTpenmiaMa Jpyondacre

6oje y jemuaunnu (2.22)) 3amemyjy jeAHUM KOC(DHUIIMjEHTOM Ul(l) , mTO Mopa Outu mpaheHo cabupamem
oarosapajyhinx KojgoHa y MaTpHUIH [F] Kornone koje je moTpeOHO cabpaTu O03HauYCHE Cy Takohje cTpenuiiama
Jbybuuacte 60je y hopmynu (2.22). Canuno oBoMe, 1a OM HAMOH OHO KOHTHHYAJIAH Ha CIOjy Apyror u tpeher
KOHa4HOT eJIEMEHTa, MOpa OWTH HCITYEHEHO Ul(z) :U(()S), OJTHOCHO KOe(UIIMjeHT U(()S) MOXE ce 3aMEHUTH
KOC(HIINjSHTOM Ul(z) , HAKOH dYera clienu cabupame KOJOHA MAaTPHIIES [F] O3HAYCHMX CTpeiuIlaMa okep 0oje.
HaxoH oBora mo0OujaMo MOBE3aHM CHCTEM jeJHAUMHA YHje PEUICHE, Y3 jeHAUYnHe U((,Z) =U1(l) u Ué3) :U1(2)
rapaHTyje KOHTHHYATHOCT HATIOHA HA CII0jy KOHAYHKX eleMeHata’. OBaj CHCTEM jeHAYMHA [IACH

[ dUFEM(Zl,I)_
r . - dz
Fo%) Fo(i) Fo%) Fo%) dUpem(zy,)
N Fl%) Fl(ll) |:1(21) Fl%) _U él) 7 T(—
llee b e e b R
R R YR U2 || Ui z)
>R R R RO op | |-
> | FY RY RY RY u? _ dUpem(z,r) < (2.24)
1| B R o7 e -
Fis) R Ry R ug? . ¥
> Fo RO RY R NNYY | | dUrem(z)
F1(03) F1(13 ) F1(23) F1(33 Y 53) - dz T
£ F9 FD EQ ||UQ] |[M0ru(E))
_ o) I ) %
L O .

VY npeTxoaHOj mpoLeaypH, Opoj KOJIOHA MaTPHUIIE [F] u3 jenHaunbe (2.22) cMambeH je 3a 2, Tako Ja ¢y
JMMEH3Hje MaTpule [F] cuctema jemuaunna (2.24) 12x10 . Ilpema Tome maTpuuHa jeqHauwnHa (2.24) umamo
12 jemnaunua u 10 Hemo3HaTHX Koe(HLHUjeHaTa Ui(k) , OTHOCHO Taj CHCTEM je[HAUYMHA je MpeANMEH3NOHUPaH,
OJIHOCHO MIMaMO J[BE€ jeTHAYMHE BHIIIE HETO IITO HaM je MOTPeOHO a OMCMO jeTHO3HAYHO OAPEININ HEMO3HATE

. k
KoeHIHjeHTe Ui( )

3a cuCTeM je[HayMHA ca JIMHEapHO HE3aBUCHHM jelHauMHama, IUTO jecTe ciydaj y (2.24), Bumiak
jeAHauMHA MOXKE c€ YKJIOHHTH Ha HEKOJHMKO HauWH. JelaH HauMH je Jja ce N30CTaBe JABE IPON3BOJbHE jeHAUNHE.

To 61 0AroBapaio MpoIEAypH MpeMa Kojoj ce y jennaunuu (2.24) u30CTaBe JIBE MPOM3BOJEHE BPCTE U3 MATPHUIIE
[F] 1 UCTE JBE BPCTE M3 BEKTOpa ciI000aHMX 4iaaHoBa |g|. Takma mporemypa HUje MOrofHA 3a MPOOIeM KOju

¥ Kaxo cy ¢dymkumje 6Gasuca rmatke (yHKIHje My KOHAYHMX eleMeHATa, Taga he HamoH 6GuTH
KOHTHHYaJIaH J1y’K YUTABOT BOJIA.



pemaBamo, jep OM HaM y TOM CIy4ajy Y BEKTOpY [g] octao oapeheH Opoj HEMO3HATHX WIAHOBA OOIMKa

duﬂ. Jpyru HaumH na cMamuMo Opoj jennaunHa (ca 12 Ha 10 y HameM KOHKpPETHOM cCily4ajy), je Ja

dz
onpehen 6poj jenHaumna u3 (2.24) 3aMEHHMO WHHUXOBHM JIMHEApHMM KOMOWHaIMjama. [ToToaHHM H360pOM
jenHaumHa Koje he Qopmmparn Te nuHeapHe KOMOHMHAIMje, M3 BEKTOpa CIOOOTHUX WIAHOBA [g] MOXe ce

dUeem

elMMUHICaTH ofpel)eH Opoj Hermo3HaTH WIaHOBH 00JIMKa q
Z

, Kao 1o he OMTH NpUKa3aHO y HACTaBKY.
IMocmaTpajmo jeanaumHy (2.2) W MPETIOCTaBMMO Ja j€ MOAYKHAa OTIMOPHOCT R’ KOHTHHYyasHA
¢yHkimja nyx Boga . IlomTo, Kao M HamoH, M CTpyja AYX Boja Mopa OWUTH KOHTHHyalaH (QYHKIHja, U3

du(z)
dz

jemHaunue (2.2) 3aKkipydyjeMo na Mopa OWTHM KOHTHMHyallHa (yHKIMja Iyx Boaa. [Ipema Tome, y

nocMaTpaHoM npo6neMy, OIrpaBaaHoO je " 1a CC 3aXTCBa Ja allpOKCUMATHBHU HAINOH 3a10BOJbaBa UCTU YCJIOB,

dUem (2) . .
OJHOCHO Ja ———- Oyge KOHTHHyanHa (yHKuuja Iy Boga. CaMuM THM Ha CIOjy IPBOI M APYyror

dz
dUeem(zyr) _ dUgem(2))
dz dz

KOHa4YHOI' CJICMCHTA TaJla MOpa BaXUTHU

dUeem(z1r)  dUeem(z21)
dz dz
jennauuny u3 (2.24) 3ameHHMMO BUXOBUM 30upoM. To oAroBapa cabupamy Ipyre U meTe BPCTe Y MaTpHIU [F]

U BEKTOPY CI000JHKX YJIaHOBA U3 jefaHaunHe (2.24), Kao WITO je MpPHKa3aHO CTpenunama Jbyoudacre 6oje. CBu
MaTpUYHHU eIEMEHTH KOju fie ce MpmiInKoM Tora cabupaTH MpHKa3aHu ¢y MacHOM Oojom. Hakon Tor cabupama,

dUeem(2r) " dUeem(22))
dz dz

dUpem(z2r)  dUeem(z31)
dz dz

cMamuIk Opoj jenHaunHa cabpahemo 1iecty u aeBeTy jeaHaunny u3 (2.24), Kao IITO je 03HAYEHO CTpesMiiama

dUeem(25,) _— dUrem(23.1)
dz dz
HOBOZOOHjEHOM BEKTOPY [g] ®duHamHO, MOIITO je CTPYja Ha OTBOpPEHOM Kpajy Boaa ( Z=0) jeqHaka HyiH, Ha

du(z=0)
dz

, TO C€ MOXE 3anmucaTu MW Kao

=0. 3amucimumMo cajga 1a y Wby CMamema Opoja jeAHAYMHA OPYTY U METY

a 300T MPETXOAHOT YCJIOBA YWIAHOBH y BEKTOpY [g] ce aHymupajy. CimaHo

OBOME, Ha CIIojy Apyror m Tpeher emeMeHTa Baxu =0, a xkako OMCMO IOAATHO

okep 60oje. Tamga he ce, HA OCHOBY MPETXOIHOT YCJIOBA, WIAHOBU

CKpaTUTH y

OCHOBY jemHauune (2.2) 3aK/by4yjeMo Ja MOpa BaKUTH =0. IlomTo UCTO MOpaMO 3aXTEBaTH U 3a

. dUeepm(25,)

anpokcuMatuBHu HanoH Upgy,, 3aKJbydyjeMo Ja MOpa Ja Baxu d—
z

dU e (z5,)
dz

OpHjeHTaIje Y TOj jeJHAYMHN OBa] WIaH O3HAYCH j€ MPaBOYyTraOHUKOM TaMHO-I[pBeHe 00je. HakoH cBera oBora,
cucrem jennauuna (2.24) mocraje

, momrTo je Z3, =0 (Bumetn

ciuky 3). Ilpema Tome unmaH Mopa GMTH jeaHak Hyan® y jemHaunum (2.24), a pagn Golbe

4 .

AKO ce MOIy)KHa OTIOPHOCT CKOKOBHUTO M€Ha Ha CIIOjy /ABa KOHAYHA eJEMEHTa, MpHKa3aHa

npoleaypa ce He MOKe IMPEKTHO NPUMEHWTH Ha pellaBaie TaKBOI mpolbiema. Y Ty CBPXY MOKE Ce
HCKOPHCTHTH HYMEPHUUYKH METOJI TIO3HAT 1o HasuBom Discontinuous Galerkin method.

® [IpUMETHMO J1a CMO HCTO OBO JOOMIM ayTOMATCKH KajJa CMO OBaj IPOGIIEM pelliaBaili BapHjallHOHIM
METOJIOM, HaKO TaJa MPWINKOM (GOpMUpama MaTPUYHE jeHAYHHE HUCMO EKCIUTHIUTHO pa3MaTpaliid TPaHHIHH
YCJIOB HAa OTBOPEHOM Kpajy BOJA.
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Fl(O) Fl(l) + Fo(o) F1(2) F1(3) [Fo(1) Fo(z) Fo(s )} U?z) 0
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Fio) Fi Fi F Ul(z) = 0 (2.25)
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IMoxcetnMo ce caia 1a je HAOH Ha MOYETKY Boia oxapehen rpanuurmM yciaoBoM (2.3). Ha ocHoBy

. . . 1 . . .
CIMKe 3 BUAMMO J1a je HAIOH Ha MoueTKy Boaa jeanak koeduumjenty UY | npema Tome Taj koeduumjent nuje
HEMO3HAT y cucteMy jenHadnna (2.25), Beh je mosHar u usHocu Uél) = E, . 300r Tora ce Taj koeuIMjeHT HAKOH

MHOXCHa Ca CIIEMCHTHUMA TPBE KOJOHE MaTPHIIC [F] u3 jemnauune (2.25) Mopa mpebarMTH ca JIeCHE CTpaHe
JjEAHAKOCTH, HAKOH Yera jeqHaunHa (2.25) mocraje

Far Fio P [ dUeey(z) ) ]
e D B9 [RP R RY) o] | e
F) R R o “ROE,
)R R oo FOE,
F R0 B2 D] RO 9 RGP R,
o R0 ED ED U |- 0 (2.26)
@ o D ED U 0
7 TN 0
FQ F0 ED e ||l 0
. (o £ e ||uP] :

[IperxogHa MaHWTyJanWja CMamWiIa je Opoj KOJOHA MaTpHIle [F] 3a jemaH, Ima Marpuia [F] y
jemHaunmun (2.26) uma aumensujy 10x9. Ilpema Tome cucrem jemnauwmHa (2.26) mma 10 jepnaumHa u
9 nanosnarux. [TomTo nMaMo BHIIE jeIHAUYMHA HETO HEMO3HATUX, Y TOM CHCTEMY jeJHAYHMHA jeJHY jeAHAUYNHY
MOXKEMO JIa M30cTaBuMo. To oIroBapa yKiIamamy jeqHE BPCTE U3 MaTpPHLE [F] U yKIabaky UCTE BPCTE M3

dUgem(zy))
dz

Kako OMCMO YKJIOHHIIM Taj cabmpak, OMpaMo 1a W3 cucreMa jemHadnHa (2.26) YKIOHHMO TIPBY jeIHAYHHY.
Haxkon oBora no0ujamMo (MHAIHYU MOBE3aHHU CUCTEM jeTHAYHHA KOJH TIach

BEKTOpa CIIOOOTHHUX YIaHOBA [g] IMomrTo je y mMpBOM 4jaHy BEKTOpa [g] u3 (2.26) cabupak —

AP eRp B9 Y [RD R RD) WOl [E0T

A R R oo | [Ew

20

N o | [FD

i AP +RD RY RO [RD R RD)| Ul 0
i AR Y UP =6l 0 | (2)

& PR RD U 0

F1(03) F1(13) ':1(23 : F1(33) Ul( ’ 0

it YR R ||V ’

& AP R R J|Lu ] Lol

OBaj CUCTEM jCIlHa‘II/IHa MOXXE€ C€ KOMIIAKTHO 3allMCaTH U Kao

[Fcon ][Ucon] = [gcon]' (2.28)



ATIpOKCIMAaTHBHU HAIlOH KOju ce noOuja momohy koedummjeHaTta pa3Boja KOjH Cy peIICHe OBOT CHCTEMa
jenHauYMHA, y3 jemHadYHHE U((,Z) :Ul(l), Ué?’) :U1(2) u Uél) =E, ayromarcku o00e30elyje KOHTHHYyaTHOCT

anpOKCHUMAaTHBHOT HAllOHA YK BOJA M 3aJI0BOJbEH-C TPAHMYHMX YCJIOBA Ha KpajeBHMa Boja. Y HacTaBKy hemo
npuKa3atu e)uKacaH ajJropuraMm 3a MolymbaBambe Koe(HIrjeHaTa MoBe3aHor cucTeMa jeqHaunHa (2.27).

2.4 Asnzopumam 3a nonyrwasare KoeuyujeHama noee3aHoz2
cucmemad jedHa4uHa

VY paHuWjeM IOrnaBiby, Kaa CMO IpoOiieM pacroneie HallOHa IyXK BOJAA pellaBajd IO NpPBU IYT,
CYCpEJH CMO Ce ca OCHOBHHM ITOPUTMOM (GopMHpara MOBE3aHOT cUcTeMa jeqHaduHa. [logceTnmo ce n1a cMo

TaJia IPBO AJOIHUPATIH MEMOPH]CKH MIPOCTOP 32 MAaTPUILy HEMOBE3aHOT CUCTEMA jeHAuYMHa, [F dis] , HAKOH Yera
CMO eJIeMEHTE Te MaTpHIIe MMOMYHIUTN padyHajyhu oxrosapajyhe uHTErpaie Koju ce 1mojaBibyjy y MaTpHIIXA Mace
W MaTpPUIM KPYTOCTH 3a CBAKM KOHAYHHU €IIEMEHT M CBaKy KOMOMHanujy OazucHUX W TecT ¢yHKuWja. Hakon
TOTa aJOLUPAINA CMO MEMOPH]CKHU IIPOCTOP 32 MaTPHILy OBE3aHOCTH, [C] , 4Hje eJIeMEHTEe CMO 3aTHM ITOITYHUIIN
Ha OCHOBY TOIOJOLIKE aHanu3e npobiema. Ha kpajy cMo ajonmpany MEMOPHjCKH IPOCTOP 3a MaTPHILY
HOBE3aHOT CHCTEMA jeJHAYIHA, [F Con] , a TY MaTPHIly H3PauyHATH CMO Kao [F con ]: [cT [F disIC] .

300r CBOj€ jeJTHOCTABHOCTH OBaj AJITOPHUTAM IOTOJAH je Y €IyKaTUBHE CBPXE, MOTOTOBY 3a CIYIIIA0IIe
KOjH Cce 10 MpBH IyT cycpehy ca KOHIENTOM HEIOBE3aHOT M MOBE3aHOT CHCTEMA jeIHAUYMHA. Y TOM aJITOPUTMY
MIOCTOjU jacHa BH3YeJHa Be3a m3Mel)y HEeHYNTHX Koe(HIMjeHaTa Y MaTPULHU OBE3aHOCTH M TOMOJIOTHjE Mella,
MOTOTOBY y CIIY4ajy jeJHOJMMEH3HOHMX MPoOIeMa, Kao IITO je IpoOIeM aHaIu3e pacioelie HaloHa Ty BoJa.

Ca nmpyre cTpaHe, ca CTAaHOBHIITA e(UKACHOCTH, OBAj aJrOpPUTaM IIOCeayje HU3 HeloCTaTaka, kao mTo he Outn
00jalmeHo y HaCTaBKY.

Ha mpBom Mecty 3ay3ehie mMeMopHjcKor mpocTopa je 3Ha4ajHO Behe oj oHOora INTO je HEOIXOJIHO.

IMoxceTuMo ce fa je Hama 3a MPOPAuyH HEMO3HATHX Koe(MIUjeHaTa HAToHA TOTpeOHAa MaTpHIA [F Con] ,
mumensuje Ny, X Ngo, » @ 33 BeH NPOpauyH MpeMa OBOM aITOPUTMY MH aJOLMPaMO MEMOPHjCKH IPOCTOP U 3a

MaTpuiy [Fd's] , mamensuje Ny x Nyis , 1 32 Matpumy [C], mumersnje Ny x Nogy (Ngis = Neoy ). Y Bemaxom
Opojy ciaydajeBa Kaja ce METOJOM KOHAYHHX €JICMCHATA PEIlaBajy CIIOKECHH HHKEHEPCKU MPO0IeMH, KOJTHUHHA
pacTioNio)KNBE padyHapCcKe MEMOpHje MOKE TMpEICTaBJbaTH OrpaHddaBajyhin  (akrtop, a IpHKa3aHUM
anropuTMOM (pOpMHUparba MMOBE3AHOT CHCTEMA jeJTHAYHHA MU OMCMO 3ay3UMaTi OapeM TPH MyTa BHIIE MEMOPHjE

HETO IITO je TO MOTPeOHO.

Jlpyru 3HauyajaH HEJOCTAaTaK je caM HAuMH TPOPAuyHAa eJeMEHAaTa MaTpHIle [FCO”]. [Ipema
NPUKa3aHOM aJITOPUTMY IIPBO je TMOTPEOHO TPAHCIIOHOBATH MATPUILY [C], mro 3axteBa oxapeljieH Opoj
yYUTaBamka BPEIHOCTU U3 MEMODPH]E, a 3aTUM HBHUXOBO YIIHCHBAIE Y APYre MeMopHjcke mpoctope. Hakon Tora
MOTPEOHO je CIPOBECTH J[BA MAaTPUYHA MHOXEHA, IITO je ca CTaHOBUINTA 3ay3eha pauyHapCKUX pecypca BpJo
,,CKyma*“ mporeaypa. 300r cBera oBora y HacTtaBky hemo mpHkasaTH 3HA4ajHO e(hUKACHHjH ATOPUTAM 3a
¢dbopMupame MoBe3aHOr cucTeMa jeaHauuHa. OCHOBHE WJeje TOT aIrOpUTMa Cy pEllaTHBHO jEAHOCTAaBHE!
1. 3ay3uMarme HCKJbYYHMBO HEOINXOAHOT MEMOPHjCKOT mpocTtopa M 2. JIMPEKTHO YHHCHUBAKE MPOpavyHATHX

BPEJHOCTH MaTpPUIle Mace U KPYTOCTH 3a MOjeAnHEe KOHAYHE EIEMEHTE Yy MaTpHILy [F Co"] , Kako 6u ce usberio
TPaHCIIOHOBAKE MAaTPHIIA M FbUXOBO MHOXKEHE Y PaHH]j€ NPUKAa3aHOM aJrOPHTMY.

Y uuiby jeHOCTaBHHUjer MPHKa3a HOBOT alroputMa (GopMupama [MOBE3aHOI CHUCTEMa jeHAYMHA,
OCTaHMMO Ha MPHUMEPY KOjU CMO aHaIH3upaiu 1o caj (mpobiem ce cacroju o1 K =3 koHaYHHX eleMeHara, a
HaIIOH je Iy CBaKOT KOHayHOTI eleMeHTa onvcaH QyHkiujama 6asuca pena N; =N, =Ny =N =3). ¥V mupy

jemHOCTaBHUj€ BH3yanm3allfje Be3a u3Mel)y Hemo3HaTuX Koe(dHIlMjeHaTa HEMOBE3aHOT W MOBE3aHOT CHUCTEMA,
mocMaTpajmo ciuky 4. Ha Toj cnvnum mpukasaHa cy 4eTHpH BEKTOpa HEMO3HATUX KoedurmjeHata. [Ipsu BexTop
oAroBapa KoepUIMjeHTMa HallOHa y HETIOBE3aHOM CHCTEMY KaJla je MHIEKCUpame JBOMHIEKCHO (TIpeko Opoja
koHauHor enementa, K, 1<k <K, n pena dynxuuje 6asuca y OKBHUPY jeZHOI KOHAUHOI €JIEMEHTa, g,

0<ige <N ). dpyru BexTop oaroBapa KoeUIMjeHTHMA HAIIOHA y HETIOBE3aHOM CHCTEMY KaJla je HIeKCHPame
jenHOMHJIEKCHO (IPeKo HHJeKca KOe(MIMjEeHTa Yy HENOBE3aHOM CHUCTeMY, igis, 0 <igis <Ngs—1). ¥V
nperxoxHuM m3pasuMa Nyis j€ TMMEeH3Mja HeNoBEe3aHOI' CHCTEMA, M Y HallleM KOHKPETHOM IPUMEpPY H3HOCH

Ngis = (N +1)K =12 . JemnoctaBHOCTH pajau y3ehemo Jia je mpecnukaBame n3Mel)y eneMeHnara oBa JBa BEKTOpa

OMjeKTHBHO (eeMEHTH Ha MCTHM NO3WIMjaMa HMajy HCTe BPEIHOCTH, Ha IpUMep Ug IS:Ul(z)), mro je



MIPUKa3aHO 3HAKOM jemHakocTH m3Mel)y oBa mBa BekTopa. Tpehu BekTop mpeacTaBiba KOS(HUIHMjEHTE HANIOHA Y
ITOBE3aHOM CHCTEMY KaJa je WHACKCHUpPame JBOMHIEKCHO (TIpeKo Opoja KOHAYHOT eIeMEeHTa U pena (QyHKIHje
06a3mca y OKBHPY jeOHOT KOHAYHOT €JeMeHTa). UeTBPTH BEKTOp INpeAcTaBjba Koe(HUIMjeHTe HaloHa Y
NOBE3aHOM CHCTEMY KajJa je WHACKCHpame jeJIHOMWHJIEKCHO (IIPEeKO0 HHAEKCa KOoeHIHUjeHTa Yy HOBE3aHOM

CUCTEMY, lcon, O0<iggy < Ngon—1). ¥V mperxonnum mspasuma N, je IUMeH3Mja IOBE3aHOI CHCTEMA, a Y

HalleM KOHKpeTHOM npumepy usHocu N, =9. JennocraBHocTH paau ysehemo na je mpeciukaBame Usmehy
enemMeHara Tpeher M 4eTBPTOr BEKTOpa OMjEeKTHBHO, IITO je O3HAYCHO 3HAKOM jeIHAKOCTH M3Mel)y oBa naBa
BEKTOpA.

0 _U(()l)_° 0”_Ugis_ _Ul(l)_ _Ugon_”0
41 Ul(l) g 14+ Uldis U2(1) Ulcon 1,
_'\'4 2 Ugl) o 21 Ugis U?El) Uzcon 1,

i'::é U3(1) o 34 Uagfs U1(2) U s

Tl olu 0| = |u L
o 1|U@ s H{uge v | us |is
_'\" 2 ng) o 6 Ugis U1(3) Uscon 1ls

i,::é U:g?) o 7L U7d?s U2(3) U7con 15

DU | U U] e e
on L Ul(S) o 9 Uéjis
; 2 U§3) . 104 U ldols

s LR e Ll
Cruxa 4.

[pecnukaBame u3Meljy eneMeHaTa BEKTOpa HEMOBE3aHOT U MOBE3AHOT CHCTEMa MPHUKA3aHO je KOCHM

cTpenunama usMmeljy apyror u Tpeher Bekropa. ITomceTMo ce fa je y HalieM HpuMepy NpBH KOCS(HIIHjeHT

1 i . .
HATOHA y HEIMOBE3aHOM CHCTeMY ojpeljeH, OJHOCHO 1a BaKu Ué) = Ug'S = E,, ma 300r Tora Taj KoeuLUjeHT

HHUje Helmo3HaTa W HeMa oJroBapajyhu Hermo3HaTH KOe(UIMjeHT y TOBE3aHOM CHCTEMY jelHadnHa (300r Tora
nokasyje Ha NULL na cmunu 4). Jlasse, cetumo ce na cy (300r KOHTHHYaJHOCTH HAllOHA) KOe(HLIHjeHT
1 i . 2 [ .
U® =U 1 koedummjent UP =UJ® y nenosesarom cucreMy jesaku, na npema ToMe BHMa y TOBE3AHOM
. . @) _yjcon . .
cucTeMy ofrosapa jemaH koedunujeHT U;” =Ug"" , ka0 mTO je MpHKa3aHO CTpenunaMa Jbyoudacte 0oje Ha
. ) i . 3 i
v 4. Crmaro oBome 1 koedumujenty U{P =U S u koepummjenty U =US™ u3 nenoasanor cucrema

. . 2 con
oJroBapa jemaH Koe(HUIHjeHT Ul( ) = U3 y noBe3aHoM cuctemy. Ha ocHOBY cBera oBora m3mely enemenara

BEKTOpa [Ud's] u [UCO”] II0CTOjH cypjeKiuja (IpeciuKaBame ,,Ha").
VBemumo cama Bektop C, gumensuje 1x Ny, KOjH OMMCyje TIPETXOIHO TNpeciHKaBame H3Mehy

MHJIEKCA Y HETIOBE3aHOM CHUCTEMY, iy;s, ¥ MHIEKCA y IOBE3aHOM CHCTEMY, I, . Y HallleM KOHKPETHOM IIPUMEPY
Taj BEKTOP MOXKE CE YBECTH Kao

k=1 . k=2 . k=3 .
0 1 2 3lFE0 1 2 3lFE0 1 2 3lFE
Cl=[NULL 0 1 2 0 3 45 3 6 7 8] (2.29)
| /\I\ | | /F\/!\ | | /!\ | | | »
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 lds

JdnmMensuja oBor BekTopa je 1x Ny, a meroB naaekc kpehe ce y omcery 0 <y, < Ny —1. Ha mosummjm iy
OBOT BEKTOpa Halla3h ce HMHJAEKC KoedHIMjeHTa i, oxaroapajylier koeduIMjeHTa HAaIlOHA y IIOBE3aHOM
cucremy. Ha npumep, 3a iy =0 mobujamo i, = NULL , 3a iy =1 gobujamo i, =0, 3a iy, =2 gobujamo
ion =1, 33 iy =4 nmobujamo iy, =0 u Taxko nmame. IIpema ToMe Kaja ce TOHOJONIKOM aHAIM30M IIOIYyHE

KOe(HIHjEHTH BEKTOpa [C], n3Mel)y MHOeKca y HEIOBE3aHOM M IOBE3aHOM CHCTEMY IIOCTOj€ jeIHOCTaBHE
penanuje



i =C. (2.30)

con igis

(2.31)

Jeon = deis '
VY mpeTXoAHHM jeqHauMHaMa WHICKCHMA | O3HAuyaBald CMO KOJIOHE y Marpuiama (Koje OAroBapajy peaHoM
6pojy dbyHkimje 6a3uca), a MHACKCUMa | BPCTE y MaTpuiiama (Koje 0JroBapajy peaHom 0pojy TecT pyHkuuje),
a Ty HoTayjy 3aap:xahemo u oBre.

I[IpemMa ToMe aNropuTaM HOMYHaBamha MATPHUIIE [F °°”] je cnenehn:

e 3a jemaH KOHAa4YaH E€JIEMEHT MpOopadyHaMO MaTpHIlE Mace, [M (k)] , I MaTpule KpyTOCTH
[s©].
e Ha ocHOBY TOIOJIONIKE aHAJIM3€E IOIyHNMO €JIEMEHTE BEKTOPA II0BE3aHOCTH, [C] .

e 3a cBe koHayHe eneMeHTe (1<K <K)) u cBe muxoe mamexce (0<igz <N, ,0< joe <N )

HpopadyHaMo ojroBapajyhie nnaekce y HemoBe3aHoM cucteMy (igis ¥ Jgis)-
e Ha ocHOBy BekTOpa MOBe3aHOCTH ojpelyjeMo mosuije Ha KojuMa je MOTPEeOHO yIHCaTH
eJIeMeHTe U3 (JIOKaJHHUX) MAaTPHUIlA jeTHOT KOHAYHOT SIEMCHTA, [M (k)] u [S(k)] , Y bunanny

MaTpHIly CHCTEMA, [F Con] , IpeMa jeaHaurHama (2.30) u (2.31).

e [locrojehoj BpemHOCTH eneMeHTa y MaTpHIU [FCO”] J0/1ajeMO0 HOBY BPEHOCT, Kao

Fen +=s. 4+RrG-MY, .
conicon Jreilre JresIFE

OsBaj anropuram IpukasaH je Ha ciuim 5. OOpaTuTH Maxmy Aa ce OBAKBUM aJTOPHUTMOM TPaXKEHE

BPEIHOCTH TUPEKTHO YIUCY]y Yy JKeJbeHe IMO3WIHje Y MAaTPHIH [F con] , IITO je 3HadajHO eduKacHUje on
NPENHCUBama U IpEeNakuBama BPEIHOCTH U3Mel)y JiBe MaTpHIle.

for (k = 1; k <= K; k++){
for (jFE = 0; JFE <= Nk; JjFE++) {
jdis = jFE + (Nk + 1)*(k - 1);
jcon = C[jdis];
for (iFE = 0; 1FE <= Nk; iFE++) {
idis = iFE + (Nk + 1)*(k - 1);
icon = C[idis];
if (jcon!=NULL && icon!=NULL) {
Fcon[jcon, icon]+=S[JjFE, iFE]+Rprim*Gprim* M[JjFE, iFE];

Cruka 5.

2.5 llpopauyH enemenama mampuye mMace u Kpymocmu 3d jedaH
KOHA4YaH esiemeHm

Kao ¢unanan xopak oCTajo je Ja NMPUKKEMO alrophTaM IMpopadyHa ejieMeHaTa MaTpHlle Mace U
KPYTOCTH 3a jeJlaH KOHa4aH eJIEMEHT, OJHOCHO uHTerpate (2.20) u (2.21). dynkuuje 6a3uca aepuHUCaHE Cy Y
(2.14) y nokanHoM KoopaMHaTHOM cucteMy —1<U<1, ma je W MHTerpanujy MOTOJHO CIPOBECTH y HCTOM
JIOKQJTHOM KOOPANHATHOM CHUCTEMY 3a CBE KOHA4HE eJIeMEHTE.

Besa uzmeljy riobanne koopuHaTe Z W JIOKaJIHE KOOpPAMHATE U 32 MOCMATpaHH KOHAYHHU EJIICMEHT je
2
u =L—(Z—Zk_|)—l, OJZIHOCHO (2.32)
k

z:%(u +1)+7,,, (2.33)



a Be3a n3Mely mpuparmTaja JoKaIHe U r1odarHe KOOpIuHATE je

du= idz : (2.34)
Lk
Cwmenom (2.33) y (2.20) nodujamo
Zk,r 1 dz L 1
© — [a®Na®@ndr— [a®1g® L [0 10 ®)

M = jai (2)ald (2)dz = jai e ) - du = jai o u)du, (2.35)

=2y u=-1 u=-1

0<i,j<N,.

. . dz L .
VY nperxogHOM HM3paszy uckopumheHo je aa je d_ = 7“ . CIimuHO OBOME €NIEMEeHTH MaTpHlle KPYTOCTH pauyHajy
u

C€ Kao

w_ fda@ da‘k)(z) doc(k)(u) dudaP@dudz 2 o) dal’(u)
Sij J‘ J. du = J.——du, (2 36)
2 dz 4 dz du dzdu Ly W du du :
—Ekl = —

0<i,j<N,.

[Nonazehn ox (2.14) m3Boau pyHKIHja 6a3mca O JIOKATHO] KOOPAWHATHA U KOJH CE T0jaBJbyjy y U3pa3y
(2.36) cy

—l, i=0
2
dost) _ |2, i=1 (2.37)
du 2
iu' i=2,46,.
11, i=357,..

[MomrTo cy moguaTerpantne pyHkuuje y uzpasuma (2.35) u (2.36) momuHOME, HHTETpaIja ce Hajuenthe
cnpoBoau ["aycoBUM KBaJpaTypHUM (GopMynama.

3 HYMepI/IqKI/I InNpuMepu

Ha cnukama 6-13 npukasaHu cy pe3y/TaTH HyMepHuKe aHaimu3e Boga ayxube L =30 m, momyxue
ornopuoctu R =9,308 Q/ M u noxyxHe nposoaHocTH G’ = 3,469 mS/ M METOJA0M KOHAYHUX eJIEMEHTHUMa ca
¢dbyHKMjama 0a3uca Buier pena. Ha cBakoj cnuiu kopuiiheH je ¢hukcad pea Gynkiuja 6asuca ( N ), npu uemy
je MemaH 0poj KOHAYHHX ejieMeHara KojuMa ce mojenyje Boa ( K ). Ha yeBoj nmonoBuHU ciMKa MpUKa3aHa je
pacrozena HaroHa JyX BOJa, 3ajeHO ca aHAJIUTHYKUM PEIICHEM, a Ha JIECHOj MMOJOBHHH CIIMKa NMPHKa3aH je
KOPEH M3 CPe/llbe KBaJpaTHE rpelke y QyHkunju 0poja HenosHaTux ( Ny, ), 3ajeIHO ca KOPEHOM M3 Cpe/lmhe

KBaJ[paTHE IPEIIKe Kaja ce KOPHUCTE JIe0 MO /1eo JuHeapHe GpyHkuuje 6asuca, mto oaroapa N =1 y KOHTEKCTY
¢ynkiuja Oaswca Bumier pepa. I'pemka ce mpopauyHaBa 3a 1000 (auckpeTHnx) Tadaka yHH(OPMHO
pacriopeljenux gy Boga. Kopen u3 cpeime KBaapaTHE Ipelike MOrao OM U Ja ce MpOopavdyHa HHTETrPaIijoM
KBajlpata pasziidke u3Mel)y Ta4HOr W HYMEPUYKOI PpeEIlieiha, MITO Ce OCTaB/ba 3a BEXOY 3aMHTEPECOBAHOM
YHUTAOILY.

Wuterpanuja mpousBona (yHkipja Oasuca ¥ TecT (GYHKIMja NPUIMKOM MpOpavyyHa ejJeMeHaTa
MaTpHIe Mace, OJHOCHO MHTErpallrja BUXOBUX U3BO/AA Y OKBHPY IpOpadyHa MaTPHIE KPYTOCTH, CBOAM CE Ha
MHTETpaIyjy noiuHoMa. lako ce TH MHTerpaid y OBOM IMPHUMEPY MOTY PEUIMTH aHATHTHUYKH, TAKaB MOCTYIAK
MOTIPIITMYHO je 3aMeTaH, oceOHO 3a yHKIHMje Oa3uca BUCOKOT pella, a pOrodaTHH M3pas3u KOju ce Taga MOTy
JOOMTH MOTY OWTH BPJIO 3aXTEBHHU 3a Ta4yaH HyMEpHYKH mpopadyH. Ca aApyre cTpaHe HMOJIMHOMH CE€ MOTY BpJIO
e(pUKaCHO HHTETPATUTH TpuMeHOM [ayc-JlexxaHapoBUX HWHTErpamuoHnx ¢opmyna. Iloacerumo ce nma je
I'ayc-Jlexannposa unterpamyjay N Tadaka 10BOJbHA 33 TauaH NPOPAavyyH MHTErpasia MojuHOMCKe QyHKIMje

pena 2Ng —1. Ha ocHoBy oBora ofipejumo norpedaH 6poj tauaka I'ayc-Jleskanapose HHTerpainuone Gopmyie

Kako Ou ce mpopauyHao uHTerpan (2.35) y OKBUpY IpopauyHa MaTpHIle Mace ako ce Kopucte (pyHKIuje Oasuca
pena N . ITomrro y unTerpany (2.35) umMamo npousBoj 1Ba noiuHoma pena N, moguHTerpainHa QyHKIHjE je
mosHOM pea 2N , a Ha OCHOBY penariyje

2N =2Ng, -1 (2.38)



nobujamo 1a je Ng =N +1/2, onnocro na 6u 3a 6poj Tayaka I'ayc-Jlexxanapose uHTerparuone hopmyne y

uHTerpany (2.35) Tpebdano y3etu npsu cienchu meo 6poj, MTo H3HOCH

N =N+1.

(2.39)

®opmyna (2.39) He y3uma y 003up HyMepHUYKe TPEIIKe YCieq MpencTaBbamka OpojeBa y KOHAYHO]

Ta4yHOCTH, Na ce 300r Tora Ha Ng, 00M4HO y3uma HemTo Behn Opoj Tauaka Hero mWTO TO npeasuba Gopmyna

(2.39). 360r Tora hemo y cBum npumepuma y HacTaBKy kopuctutd Ng = N+5. Crporo rosopehu, 360r Tora
IITO OIepaToOp M3BOAA KOjH Nenyje Ha pyHKIHMje Oa3uca y uaTerpaiy (2.36) edeKTHBHO CHIKaBa pel NOJIHMHOMA
3a jeman, ca N #Ha N —1, mTo je y ckiany ca (2.37), 3a mpopadyyH MaTpHIle KPYTOCTH MOIJIO O C€ KOPUCTUTH
Mame Tayaka HyMepH4Ke HHTEerpanyje Hero 3a npopadyH Marpuie Mace. Kako 6ucMo nporenypy Y4uHWIA IITO
jenHOCTaBHHjOM, M3abpaiu cMo aa o0e oBe MaTpulle HHTerpaauMo [ ayc-JlexanapoBum GopMyrnamMa y UCTOM
Opojy Tauaka, Ng =N +5.

10
0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
0.0
-0.1
-0.2
-0.3
-0.4

u(v)

1.0

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

u)

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0

-0

E—rE 01
I Efi ] 0.01 .\“\ ‘+ RMSE
- ~ 1/K)"2.008t:
AN ks 0.001 —o— ~(
}\\\ \ —inel\ﬁ'llcali 1E-4 \\“\
N 1E-5
W\ e
1E-7 -
\.\ N = 168 \
N\ u o
\\; s 1E-9
= @ 1E-10
N 1E-11
1E-12
1E-13
1E-14
™ 1E-15
0.5 1E-16
30 -28 26 24 -22 20 -18 -16 -14 -12 -10 8 -6 -4 -2 0 1 10 100 1000 10000
Z(m) Ncon [']
@ (6)
Cmuka 6. N =1.
E— 0.1
PRI i s Sl
k=5 0.001 —e— ~(1/K)"2.008
\ — i;:gmcal | 1E-4 \.‘\\‘\\‘
1E5 SN
1E-6 \"\ \
= 167 D
o 1E-8 | S~
\ 7] N ~
\ 2 1e9 \
AN @ 1E-10 \
\ N\ 1E-11 \
X\\. 1E-12 ]
\<§ 1E-13
\Qﬁﬁ 4 1E-14
~ 1E-15
1 1E-16
30 -28 -26 -24 -22 20 -18 -16 -14 -12 -10 8 6 -4 -2 0 1 10 100 1000 10000
Z(m) Ncon [']
(@) ()

Cmuka7. N=2.



0.1

09 - 001 &,\. —=— RMSE
\ s 0.001 e e ~(1/K)"2.008
08 K=10 \_\-\ Emg
[~ Analytical 1E-4 .
07 1E-5 .\ \-\
1E-6

06 e .
— s 187 ~e.
2\ = S <
> 04 \ 2 19

0.3 \ @ 1E-10 \

\\ 1E-11

02 "\ 1E-12 ]
01 \‘,\ 1E-13
Rt 1E-14
00 1E-15
01 1E-16
30 -28 26 -24 22 -20 -18 -16 -14 -12 -10 -8 6 -4 -2 0O 1 10 100 1000 10000
Z(m) Ncon [‘]
(a) (6)
Cmuka 8. N =3.
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Cmuka 9. N =4.
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Cnuka 10. N=5.
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Cmuka 13. N=20.

Ha ocHOBY NpHKasaHuX pe3yJirara BUOW CE 1a TAYHOCT HYMEPUUKOI pellera BpJIo Op30 pacre ca
mopactom N ( p-refinement procedure), 3mauajuo Opxe Hero ca moBehamem Opoja KOHAYHHX elleMEHATA

(h -refinement procedure). Ilpumepa pamu, 33 N =5 Beh 3a K =1 no6ujajy ce NONPUIMYIHO TauHH PE3YITATH.
Ca npyre crpane, ca nosehamem N ¢QyHkuuje 0azuca mocrajy ciokeHuje, (GpuHaAIHA MaTpuUla IOCTaje



MIONYyHEHUja, a aKko OW ce KOPHUCTHIIM H3Y3eTHO BHCOKM penoBH (yHKOHMja Oasmca Morjo O6m mohm 1o
Pa3IMYUTHX HyMEPHUYKIX HECTAOMITHOCTH.

OppehuBame ontumanHor pena N mpencrasiba noceObHy temy. Ha cinunm 14 mpukasaH je KOpeH u3
cpenme kBaapatHe rpemke 32 1< N <20 . Ca Te cnuke BUANMO Jaa ce, 32 GuKcaH Opoj HEMO3HATHX, TeHEPATHO
TJelaHo HajTauHuje pememe qobuja 3a N =15, ma y oBom mpumepy Moxe ce y3etu ga je N =15 onmrumanso
ca CTaHOBHINTA HajTauHMjEr pellermha 32 MHHUMajJaH Opoj Hemo3HaTux. Ilopehema pamm, 3a N =15 cpenma

KBaJpaTHa rperka o1 oko 8=10""%V ocreapyje ce Beh 3a Ngis =15 Hemo3HaTHX, JOK j€ 3a KOPEH U3 CPeJlhe

KBaJpaTHE TPeIke o1 OKO O =10° V kama ce kopucte ¢yHKnmje 6a3uca Huckor pema (N =1, neo mo neo
JIMHeapHa anpoKCHMallhja U3 paHMjer morjasba) MoTpedHo oko Ny =10000 Henosnatux. IIpema Tome

¢yHKIHjamMa 0a3mca BHUILET pela ca OKO TPH peia Mame HEeIO3HATHX OCTBapyje ce TPH pela TauHHje pellerhe,
IITO TIOKa3yje OTrPOMHY NpenHOoCT (yHKIHja Oa3mca BUIIET pefa y OJHOCY Ha (yHKIHje Oa3mca HIDKET perna.
Iena koja ce mpu Tome 1uaha je KOMIUIMKOBaHW]ja aHAJIUTHYKA TIPUIIPEMa U CIIOKEHHUJH PadyHApCKH IpOrpaM
KaJa ce Kopucte QpyHKIHje Oa3nca BHIIET peaa.
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Cnuka 14. KopeH u3 cpenmbe KBaapatHe rpenike y GyHKIUju Opoja HENO3HATUX 32 Pa3iINuUTe CTEIIeHEe
MOJIMHOMCKE anpokcumariije Harmona ( N ).

EHERERE

[

Kao miyctpanyja poOycHOCTH NpHKa3aHuX QyHKIMja 6a3uca, Ha CIMIM 15 mpuka3aHa cy HyMepudka
pelema 1 KopeH u3 cpenmbe kBagpaTHe rpenike 3a N =50. OBako Bucok pen pyHkuuja 6azuca HeonpasiaH je
3a 0Baj mpUMep, Beh ce KOPHCTH MCKIbYYHMBO Kao HIIyCTpalMja CHTyalWja Koje MOTY HACTaTH HPHIMKOM
kopuiihiera (GyHKIMja 0a3uca HM3y3eTHO BHCOKOr pena. Ha mpBoM MecTy Moxe NOMM 1O HaroMuiiaBarmba
HyMepHYKe TpelIKe, OMIo MPUINKOM MpopadyHa (GyHKIMja 6a3uca OO0 MPUIMKOM BHXOBE MHTErparmje. Ha
JIpyroM MecTy, pyHKIHje Oasuca (2.14) noie cy yclIoBJbeHe, MTO 32 BUCOKE PEIOBE OBaKBUX (DYHKIHja Oa3mca
MOXKE PE3yJITOBAaTH BENMKHM KOHIULIMOHHMM OpojeM MaTpuie cucteMa. IlocToje TeXHHKe 3a pellaBarmbe OBOT
mpobiemMa, 0OJHOCHO CMameke KOHIUIIMOHOT Opoja MaTpHIle cucteMa o Kojuma he, ako Bpeme JO3BOJH, OUTH
roBopa y HapeIHHM MOriaB/buMa. 300T cBera oBora ca ciuke 15 Buaumo ga 3a N =50 nobujamMo mame TagyHO
pememe Hero 3a N =15, ma oyekyjemo na je onrtumanaH pex ¢yHkuuja O6asmca nerne msmehy N =15 u
N=20. To mrro u 32 N =50 nobujamo TayHa (1 CMHUCIIEHA) pellIeHha CAMO TOBOPH y KOPHUCT pOOYCHOCTH
NIPUKa3aHuX aJlropuTama.
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Cmuka 15. N =50.

0.1
0.01
0.001
1E-4
1E-5
1E-6
1E-7
1E-8
1E-9
1E-10
1E-11
1E-12
1E-13
1E-14
1E-15

RMSE [V]

1E-16
1

—=— RMSE
|—e— ~(1/K)"2.008

'\“\.

e

1T

10

100
Ncon [‘]

(©)

1000 10000



