1 UHTepnoJsianmja

[IpernocraBuMo 51a HaMm je BpemHOCT (yHKIMje Mo3Hata y oxpeheHoM Opojy IMCKpEeTHHX Tavaka,
OJTHOCHO JIa HaM BPEIHOCT (QyHKIHMje HHje Mmo3HaTa u3Mely Tux tadaka. Yecrto ce jaBsba morpeda 3a NpOLECHOM
BpeaHocTH (pyHKIMje u3Mel)y Tayaka y KojuMa cy mo3HaTe TauyHe BpeIHOCTH ¢yHKuuje. HajmosHatuju meron
KOjH Ce KOPHCTH y OBE CBpXE je IOJMHOMCKa MHTeprojanuja. [lomMHOM N -TOr pea MoOXe ce HamucaTH y
00IHKy

f(x)=ag +ax+a,x* +...+a,x". (1.1)

Axo HaM je Ha pacnojiaramy BpegHocT QyHKIHje y N+1-0j Tauku (MHTeprojanyje), MOCTOjH caMo jelaH
MIOJITHOM pefia N KOju MpoJia3d Kpo3 cBe Te Tauke. [Ipumepa pajw, MOCTOjH caMo jenHa mpasa JHHHja (OTHOCHO
TIOJIMHOM TIPBOT Peza) KOjH IpoJia3u Kpo3 JIBe 3ajare Tauke, Kao IITO je MpHuKa3aHo Ha ciaund 1.1(a). Cinnvno
TOME, TIOCTOjH caMo jefHa napaboia (MOJIMHOM JpYror pena) Koja Mposia3d Kpo3 TPU Tadke, Kao IITO je
npukazano Ha ciumu 1.1(6). [TommHOMCKaA MHTEpIIONAIHja TpeACTaBba OJpehuBame jeINHCTBEHOT MOJMHOMA
N -Tor pajga Koju Iponasu Kpo3 N+1 Ttayaka mHTeprnonanuje. IlomMohy OBMX MOJIMHOMA JIaKO CE MPOLEHY]Y
Herno3HaTe BpeqHocTH pyHkuuje n3mel)y rauaka uHTEpIonanyje.

(a) (b) (c)

Cnnka 1.1.

Haxko noctoju camo jead MOJIMHOM N -TOT peja KOju Mpoia3y Kpo3 yHampe[ 3axaty N+1 Tauky, oBaj
IIOJIMHOM MOXKE C€ 3alKcaTH Ha BHUIIE HAauWHA, OJHOCHO JO THUX MOJHMHOMa MOXE ce JOhM pa3iuduTUM
MaTeMaTHYKUM MOCTYIIMMA. Y OKBUPY OBOT IIOIVIaBJba puKka3aheMo [Ba HauMHa oJpehiBama OBUX MOJIMHOMA
KOjH Cy MOTO/IHY 3a UMILIEeMEHTalH]y Ha pauyHapuMma. [IpBu je IbyTHOB MHTEPIIOIAIMOHY MTOJIMHOM, a IPYTH je
Jlarpan»oB HHTEPNONAUOHY ITOJUHOM.

1.1 HymHoe uHmMepnoAayuoHu nOAUHOM CA NOOJe/beEHUM
pasaukama

Kao mro je Beh HaBegeHo, NOCTOjU BapHjeTeT ANTEPHATHBHUX OOJNMKa TIpENCTaBIbamba
HHTEPIOIANUOHNX TOTMHOMA. IbyTHOB HHTEPIOJAIIMOHM MOJIMHOM Ca MOACJHEHUM pa3jidiKama jelaH je O
HAjTIOMyJapHUjIX 00JIMKa HHTEPITONAIIMOHUX NoarnHOMA. [Ipe Hero mpukaxeMo OMIITH OOIUK OBUX MOJUHOMA,
npukazahemo IbyTHOB MHTEpHOIAIMOHN MOJIMHOM MPBOT W IbyTHOB MHTEPIIONAIIMOHY TIOJWHOM JIPYTOT pena
300T BUXOBE jeJTHOCTaBHE BU3yelHe mHTeprnperanuje. [lomasehn on Tux monmHoma, mohun hemo m mo ommrer
00nmKa BbyTHOBOT MHTEPIIONAIIOHOT IIOJIMHOMA.

1.1.1 J/luHeapHa UHTepHoOJIALMja

HajjenHocTaBHMjE OONMK WHTEPIIONAIMje je TOBE3UBAKE JBE HWHTEPIIONAIIOHE Ta4dKe IPaBOM
JMHUjOM, IITO NPEJACTaBJba JIMHEApHY HHTEpIONalMjy Koja je mpukazaHa Ha ciuuu 1.2. Kopucerehu ce
ciryHoImhy TpoyrioBa ca ciuke 1.2 modujamo

()~ f (%) _ Flx)—f(x) (1.2)

X=X X, — Xo

IITO MPEACTaBJba JMHEAPHY UHTEPIOJIAMOnY hopmymy. Y mpeTrxonHoj hopMynu ca fl(x) CMO O3HAUWJIM /1 je

y IHUTakby WHTEPIOJalMOHH MOJIMHOM IIPBOT pejia. 3roAHO je MPUMETHTH Jla OCUM IITO YJIaH Ca JIECHE CTpaHe
3Haka jeaHakoctH y (1.2) mpencrapiba KoeHIMjeHT Haruba JTMHUjE KOja MOBe3yje HHTEePIOJIAlMOHE TaYKe, Taj
YJIlaH MpeJCTaB/ba U KOJMYHUK KOHAUYHHUX Pa3jiMKa KOjH je alpoKcuMaluja NpBor u3Bojaa (QyHKIHje. Y OmmTeM
ciy4ajy, (iuHeapHa) MHTEpIoalyja je 60Jba mTo je kpahu nHTEepBaNI 3Mely nHTeprnonanuoHnx Tadaka. OBo je
JMPEKTHA TMOCNEeANIa Tora MTo je ca ckpaheweMm nHTepBaia u3mel)y MHTEPIOJalMOHUX Tayaka npaBa JHHUja
00Jba anpoKcUMalija KOHTHHYaHe QyHKiuje f (X) OBo CBOjCTBO IPUKa3aHO je Ha ciefeheM nmpumepy.
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Cnuxka 1.2.

Ipumep 1.1: TlotpebHO je mpoueHUTH BpemHocT IN2 momohy nuaeapHe mHTepnonanuje. Heka cy
HaM, y IpBOM Ciy4ajy, No3Hare BpenHocTH OyHkiuje InX y Taukama X,=1 m ¥ =6 (In1=0,
In6=1,79176 ), onHOCHO Heka Cy HaM IO3HaTe BpenHOCTH GyHKnHje INX y taukama X, =1u ¥ =4 (In1=0
u In4=1,38629 ) y npyrom ciy4ajy. TpakeHa Tauna Bpeanoct je In2=0,693147 .

Kopucrehu ce jemmaunsaom (1.2) y mpBom ciiyuajy nobujamo f;(2) = %(1,79176 ~0)+0=0,358352 ,

a rpemIKa oBOT penrea je oko 48,3%.

Kopucrehu jemnaunny (1.2) y apyrom ciaydajy mobujamo f;(2) = %(1,38629 —O)+O =0,462097 , a

rpemika oBor pemema je oko 33,3% . OuwuriieHO je Ja ce Trpelika HHTEepIoJalHje CMamyje Kako ce

HHTEPIIOIAMOHE TauKe MPUOJIMIKABA]y TaYKH Y K0joj oapehyjemo BpenHocT GyHKIH]E, a OBO j& HIIyCTPOBAHO U
Ha cimnn 1.3.
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Cnuxka 1.3.

1.1.2 KBagpaTHa UHTEpnoJanyja

I'pemika y mpumepy 1.1 nocnenuna je anpokcumarnuje KpuBe nMpaBoM JHHHAjoM. Ha ocHOBY Tora moxke
ce 3aKJbyYMTH Jla je jemaH OJ HauyMHa MOOO0JbIIama TAYHOCTH WHTEPIIONAIMje J0JaBamke 3aKPHBJHEHOCTH
HMHTEPIOIANMOHO] JIMHUjH KOja IMOBE3yje MHTEepIOJalMOHE Tadyke. AKO Cy HaM Ha pacHojaramy BpPEIHOCTH
¢yHKIHje y TpU (MHTEPIIONAMOHE) TauKe, OBE Ta4yKe MOTY C€ ITOBE3aTH MOJMHOMOM JIPYToT pena (KOju ce jorn
Ha3MBa M KBaJpaTHH INIOJMHOM OJHOCHO Iapaboia). IlomumHOM Apyror pema Mo)ke ce HAIMCaTH Ha pasHe
HayuHe, a 00JHMK O0CceOHO MOro/IaH 32 KOHCTPYKIIN]y HHTEPIIOIAOHOT TIOJINHOMA je



(%) = by +by(x =X )+ by (X = % Xx =) (1.3)
[Ipumerntn na mako jemHaunHa (1.3) Ha mpBU Horiex m3riena apyraduje ox obmuka (1.1) y xome cMo 0OndHO
HaBWKJIM [ja 3aIIHCYjeMO MOJIMHOME, 32 N=2 y jeqHaunHu (1.1) oBa 1Ba 06nmKa cy exkBuBajgeHTHA. OBO ce J1ako
MOXKe MOKa3aTH MHOXXEHEM YJIaHOBA u3 (1.3) miTo, HaKoH cpehuBama, naje

f,(X) = by —byXg +byXxoX + (b1 — Xgb, — xib, )x +b,x?. Topehemem oBor m3pasa ca mspasom (1.1) 3a n=2
mobujaMo J1a Cy ABa NONMHOME MACHTHYHA aKO j€ 3aJ0BOJEHO &y = by —0yXy +DyXg%, & =b — X, —xb, u
a, =b,. Ilpema tome jemnaunne (1.1) u (1.3) cy exBuBaneHTHe (anTepHaTHBHE) GOpMyIalHuje jeAHHCTBEHOT
MHTEPIIOIANOHOT TIOJIMHOMA JPYTOT pea KOj! MOBE3Yyje TP Tauke.

JemHocTaBHa mpoIieIypa MOXKE Ce CIPOBECTH Kako OU ce oapeawn koehurujeHT u3 jennaunse (1.3).
VBpuraBameM X = X, y jeaHauuny (1.3), 3a xoedunujent b, nobujamo

by = f (%) (1.4)
Cana ce jennauuHa (1.4) moxe 3amenutd y (1.3), a HakoH 3aMeHe X=X Yy jenHauuny (1.3) mobujamo
koedurmjeHT by
fx)— fix
X —Xg
®unanno, jennaunne (1.4) u (1.5) Mory ce 3aMeHHUTH y jenHaunHy (1.3), a HAKOH 3aMeHE X =X, Y jeHAYUHY
(1.3) mobujamo koedurmjeHT b,

f(xz)_ f(Xl) f(x)-fx)

Xy — X X; —X
b2 — 2 1 1 0 ) (16)
X2 = Xo

IIpumeTnTH Aa, Kao U y Cly4ajy JMHEapHe MHTepronanyuje, koeGuuujeHt b, oarosapa KoeduIHUjeHTY
Haru0a IpaBe JIMHHj€ KOja IPOJIa3h KPO3 HHTEPIIONAIOHE Tayke ca KOOPAMHATaMA Xy U X , a koeduimjeHt by
0JIroBapa BpeIHOCTH QyHKIHje Y HHTEPIONAHOHO] TAYKU ca KOOPAUHATOM X, . [Ipema Tome, mpBa /iBa 4aHa y
(1.3) (xoju campxe by m b;) oxrosapajy mureapnoj natepronanuju (1.2). Ilocnensmu dmam, kb(x— XO)(X— xl),
JI0/1aje 3aKPUBILCHOCT (MMOJIMHOM APYTOT pefa) y uatepnonaniony hopmysy (1.3).

Ilpe HErO HACTABUMO JaJbe, NCIIMTAjMO 0OIHK opmyie 3a mpopadyH b, . Ha ocHoBy (1.6) BugmMo na
ce koepurujeHt b, mpopauyHaBa KOJUYHHUKOM KOHAYHHX Pa3iMKa KOjH apPOKCUMHpA JPYTH U3Box (yHKUH]e.
[Ipema Tome, dhopmyna (1.3) mounme na OTKpUBaA CTPYKTYpY Bpiio cimdHy TejiaopoBoM paszBojy. OBo he Outm
JIONAaTHO pa3jallllbeHo Kaga ce IbyTHOBM HMHTEPIOJAlMOHM IOJMHOMH Oyny ynopemwnn ca TejnmopoBum
pa3Bojem y onesbky 1.1.4. TIpe cBera Tora, kpo3 mpumep 1.2, koju je cimyaH npumepy 1.1, mpuxazahemo

npumeny ¢opmyie (1.3).
: IMpumep 1.2: TlotpebHo je mpomeHuTn BpeaHocT ¢yHkmmje INX y taukn X=2 kopuctehn
| MHTePIIOJIALMOHHN TIOJIMHOM JPYror pejia KOju HpoJiasd KPo3 HHTEPIOIALMOHE TauKe ca KOOpAMHATama X =1, |
X =41 % =6 (f(x)=0, f(x)=138629 n f(x,)=179176 ). |
| Kopucrehn ce ¢opmynama (1.4)-(1.6) onpebhyjemo xoedmmmjente by =0, b =0462098 =n
b, =-0,0518731 , na je MPOIICHCHA BPEIHOCT byHKIH]jE In x 3a X=2
| f2(x)|X:;Z =l +by (X —Xg )+ by (x - XOXX_Xl]x:2 =0,565844 , mTo pesyiryje ancoNyTHOM TIPELIKOM OJ[ OKO
1 18,4% . TIpema TOME, 3aKPHUBJbEME KOje je mocneamy wian y (1.3) yBeo y MHTEPIOIauMOHY MOJIWHOM PE3YITY|e |

! CMambEeHEM TpElIKe MHTepIoJalje y ogHocy Ha mpumep 1.1 kama tora wiaHa Huje Owimo. Kako oBaj umad !
! IOTIPUHOCH TAYHOCTU WHTEPITOJIAIINje MOXKE Ce 3aKJbYUIUTH U Ha OCHOBY ciinke 1.4.
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Cnuka 1.4.

1.1.3 Ot 061K HbyTHOBUX MHTEPNO/IALMOHUX MOJIMHOMA

[MperxogHa aHamm3a MOXE C€ YONIITHTH Ha IMOJIMHOME N-TOT peja Koju mosesyjy N+1
MHTEPIOJAUMOHY Tauky. OnmTy 06auk HbyTHOBOT MHTEpPIONAIMOHOT TIOJIMHOMA N -TOT peza je

Fio (%)= Do+ (X = %0 )+, (X = X0 XX =0 ) ..+ by (X = X0 JiX =)+ (X=X ) (a7
CiuyHO Kao0 W y TPETXOJHUM ClydajeBHMa JMHEapHe W KBaJpaTHEe HHTEPHoJaluje, KOOpAWHATE Tadaka
UHTepIoNalyje KOpucTe ce 3a onpehuBame Koe(uuHUjeHaTa HHTEPIONIAMOHOT IoiuHOMa by,by,..b,. 3a
onpehuBame HHTEPIONALMOHOr MOJIWHOMA N -TOT pena MoTpedHa je N+1 MHTepronalyoHa Tayaka Koje YHHE
apoBe (Xo- f(xo)), (xl,f(xl)), e (xn, f(Xn)) nomohy kojux ce oznpehyjy koeduuujentn IbyTHOBOT
HHTEPIIOIAHOHOT MTOJTUHOMA Kao

by = f (%), (1.8)

by =[x, %], (1.9)

b, = X, %, %], (1.10)

b, = f[xn, Xt o1 Xgs xo], (1.11)

NPU YeMy YyIJIacTe 3arpajie MpeaCTaBbajy OMepaTop KOJMYHMKAa KOHAYHUX pasinka. Ha npumep, KOJHYHHK
KOHAYHUX pa3JikKa MMPBOT pela je
] f(x)- f(xj)

f[Xi, Xj :ﬁ (112)
i A

KonMyHUK KOHAuHMX pa3jivKa JpYror pela, KOjU IPeICTaB/ba KOJMYHUK KOHAYHUX pa3iidKa KOJMYHHKA
KOHAYHUX pa3jikKa MMPBOT pela je

flx, x| - flx;,
f[Xi, Xj’ Xk]: [XI XJ] [Xl Xk] . (113)
X — X
(DI/IHaJ'IHO, KOJIMYHUK KOHAYHUX pa3jIMKa N -Tor pezlaje
(Do v ] = K X )= F D X X X0 (1.14)
Xn = Xo

OBe pa3iuKe MOTY Ce HCKOPUCTUTH Kako Ou ce nmpopauyHanu koedunujentu u3 jennaunna (1.8)-(1.11), xoju ce
HaKOH TOTra MOT'Y 3aMeHUTH y hopmyiy (1.7) kako 6u ce 10010 UHTEPIIOIANMOHY TOJTHHOM

(%)= £ 00 )+ FDx0, X0 0=+ F[xa 3 %0 Jox =0 Nox =)+
o F Xy Xy g o X0 X JOX= X0 X = X)- -+ (X=X X = X 1)

KOjH ce Ha3uBa IbyTHOB MHTEPMONANMOHY MMOJIMHOM Ca TOJE/LeHUM pa3inKkaMa. 3roJIHO je MPUMETUTH Jia HHUje
HEOMXOJHO Ja WHTeproyanuoHe Tadke y ¢opmynu (1.15) Oyay eKBUAUCTaHTHE, HUTH Ja CY BPEIHOCTH

(1.15)



Xos X1s -y X Y PacTyhem penocieny, xao wro he 6uTH npukasaHo y HapeaHoM mpumepy. Takobe, 3rogHo je

npumetutu na cy dopmyne (1.12)-(1.14) pexyp3uBHe, TO jecTe KOHaYHE pa3jMKe BUILIET pela pauyyHajy ce Kao
KOHAYHE pa3jMKe KOHAYHUX pasjuka Huxker pefa. OBaj mpoliec (pekyp3uja) wiycTpopana je Ha ciauim 1.5. OBo
cBojcTBO Ouhe mckopumrheHo kaxa OyaeMo KOHCTpyUcanH euKacaH MporpaM 3a uMmIrieMeHTanujy byrHoBux
HMHTEPHOIAINOHNX OJMHOMA, IPHUKa3aH y ofgesbky 1.1.5.

i X; f(x;) First Second Third
0 X fixo) —2> flx1, %] —2 e, X, ] ———g D, %, X1, %]
1 x -E:X':' B -*:[XQ- N]—=——= fxa, xp ] —
2 % fxg) =—= 1lxa, 2] —
0.1 T
3 X3 flxa) —
Cnuka 1.5.

IIpumep 1.3: Y oxgnocy Ha mpumep 1.2, Ha pacnonaramy je jOoII jeiHa HHTEPIOJAalOHA TaykKa !
. dynkumje Inx (x5 =5, IN5=1,60944 ). Ha ocHOBY 0BHX I0JaTaKa KOHCTPYHCATH HHTEPIOIALUOHH MIOIHHOM |

+ Tpeher pena u nporenut Bpeadoct In2.
KONMYHHIM KOHAYHHX pasihka mpBOT pema Cy X, X,|=0182322 , f[x,, x,]=0202733 u !
f[x , XO]:O,462098 . Konnmaannu KOHaYHUX pas3imka Ipyror pena cy

X, Xp, %] = f[x3’xi] __Xf Dol o opoa11 %y, %, %o = f[XZ’X)l(] __Xf b X0l _ g ogrg731 | a
3 1 2 0

Moo ] = e %] g gzgess .

X3 —Xp !
' Ha OCHOBY (1.15) IbytHOB HMHTEPIONALMOHU TIOJINHOM Tpeher pena je !
| f5(x)=0+0462098 (x—xo)—0,0518731 (X — X, X — X )+0,00786553 (x —Xo X — X, X —X;) unja spemoct 3a |

| X=2 W3HOCH f3(2):0,628769 . AICONyTHA BpEAHOCT Tpemke je oko 9,3%. M3rien MHTEpIONAIHOHOT |

| KOJIWYHUK KOHAuHHX pasmuka Tpeher pena je f[X3, Xo, X, Xo]

| MOJMHOMA f3(x) npuKasaH je Ha ciunu 1.6.
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Cnuka 1.6.

1.1.4 I'pemika byTHOBMX MHTEPIOJIAL{AOHUX IMOJIMHOMA

[Mpumerumo na je crpykrypa ¢opmyine (1.15) cnmuna TejmopoBoM pasBojy 1Mo TOME IITO ce
CYKIIECHBHO JI0/1ajy WIAaHOBH pa3Boja Koju Ou Tpebalio Ja ONMIly MoHamame (GyHKIHMje BUILIET peaa. Y ciaydajy
¢dopmyne (1.15) oBM dUIaHOBM Cy BWIIM pEIOBHM KOJNMYHWKA KOHAYHHX pasziMKa KOjU NPEACTaBIba]y
anmpoKcUMaIljy u3BoAa BuIer pena. [locmeawmyHo, CAMYHO Kao W y ciydajy TejmopoBor pas3moja, ako je
¢yHKIHja Koja ce MHTEPHOJINpa IMOJIMHOM N -TOT pefa, MHTEPIIOIAIMOHH MTOJIMHOM N -TOT pefa KOjU MpOoia3h
Kpo3 N+1 Tagaka ¢pyHKIM]je KOja ce MHTEPIOIpa pe3ysiToBahe TauHNM pelemeM.



I'pemika  TejnopoBor pasBoja pema N ¢yukouje f(X) Moxke ce 3amucatm 'y OOJHKY

(n+1)
e, = —f (n +1§§) Xiz1 — Xi )”+1, npu yemy je X <&<X,;. 32 MHTEpNONALMOHU MOJMHOM N -TOT' pesa, aHaJIOTHU
n3pas 3a rperiky je
f (n+1)
e, :_(n+1§f)(x_xo)(x_xl)...(x_xn), (1.16)

mpu uemy je & Herje usMeljy JBe MHTEpIONAIIMOHE Tadyke HajONMXKe Tayku y Kojoj ce onpeljyje HemoszHaTa
BpeaHoct ¢yHkiuje. Kako 6u ce nckopucrtiia nperxonHa Gopmyna 3a IpopadyH rpeike, QyHKIHja Koja ce
MHTEPIIOIMpa MOpa OUTH mo3HaTa W JudepeHIjaduiHa 10BOJbaH Opoj MmyTa, ITO 00WYHO HHje ciay4daj. CBoM
cpehoM mocroju antepHaTHBHA (OopMyJa 3a MPOpadyH TpeIIke WHTEPIIOoNaIlfje KOja He 3aXTeBa IT03HABAE
¢yHKIMje Koja ce mHTeprnonupa. Kao ampokcumanuja m3Boja pena N+1 xopucre ce KOJTMYHHUIM KOHAYHUX
pasnuka pea N+1, a n3pas 3a rpeuky nocraje

€ = T[X X Xog o X0, Xo X=X XX —=%¢)--- (Xx=%y), (1.17)
npu uemy je f [x, Xy Xnycs oo Xgs XO] KOJIMYHMK KOHAYHMX pasnuka pexa N+1. 36or Tora mro jeanauunna (1.17)
CalpKH HemosHaTy BpemmocT (ymkimje f(X), Tpelika MHTepromammje He MoXe ce JIOGHTH JMPEKTHOM
npumenoM ¢opmyste (1.17). Ca apyre crpane, ako je MO3HaTa BPEAHOCT (QyHKIH]jE f(xn +1) y JAOJATHO] TayKu

Xpy (MHMMO Tayaka MHTeprioanuje), jeanadnsa (1.17) Moxe ce HCKOPUCTHUTH 3a MPOLEHY IPEIIKE Kao

€~ f[Xn+11 Xns Xp_gy o0 X XOIX_XOXX_ Xl)' : '(X_Xn)' (1-18)
Hpumep 1.4: Kopucrehn ce jemHaumaoM (1.18) mpoleHHUTH TpeIKy HHTEPIIONAIMOHOT MOJHMHOMA

apyror pexa u3 mpumepa 1.2. V omHOCy Ha Taj mpuMep, Ha Pacrojiaramy je joIl jeHa HHTePIONAOHA TauKa
X3 =5, f(x5)=160044 .

Cmumano kao y mpumepy 1.3, mpopadyHaBamMO KONMYHHK KOHAuHHMX pa3nuka Tpeher pema
f[X3, X5, X, Xo] =0,00786553 , na je Ha ocHoBy (1.18) mponeHa rpemike e, ~0,0629242 . Ha ocHOBY peliema
npumepa 1.2 nobujamo 1a je rpemka jenHaka €, =0,565844 —In2=-0,127303 , wTo je UCTOr pena BeIUYUHE
Kao0 U [POLIEHa IPELIIKE.

Ha ocnoBy npumepa 1.4 kao u jennauuna (1.18) u (1.15) Moske ce J1ako 3akJby4HTH Jia allpOKCHMAIKja
rpelKe 3a UHTepPHOJIAOHN MTOJIMHOM N -TOT peia MOXKe Jia Cce M3pauyHa Kao pas3liiKa MHTepIoJialuje peaa
Nn+1 upega N, OIHOCHO Kao

e, = fra(x)— f,(x). (1.19)
Jpyrum pedyrMa I0JaTHU WIaH KOjU CE J0/aje HHTEPIONAUji N -TOTr pea Kako Ou ce [o0uiia HHTepIoaiuyja

pena n+1, mro je y crBapu uspas (1.18), Moxke ce TyMauuTH Kao npoueHa rpemke. OBO ce jaCHO BUIH aKO Ce
jenmaunna (1.19) vanume y o6mixy f,,,(x)~ f,(x)+e,.

BanuaHocT OBOT MpHCTYIa 3aCHUBA CE Ha MPETIOCTABIM Jla IOCMaTpaHu pa3Boj (0p30) koHBeprupa. Y
TOM Clly4ajy mpenukigja (MHTepnoaanyja) pera N+1 tpebano 6u na Oyie 3HauajHO OJIKIKE TAYHO] BPEAHOCTU
on npenukiyje (uaTeprnonanuje) pexa n. Camum TuMm jemHauunHa (1.19) oarosapa cTaHgapHOj MPOILCHH 32
IPElIKYy Kao pasiuka u3Mely Ta4HOT M alpOKCHMATHBHOI pelleHa, NMPHU YeMy 3a TaYHO PELIeHE CMaTpamMo
anpoKCUMAaTHBHO penieme npsor ciexcher pena. MelytuM, 3a paznuky on BehnHe UTEpAaTUBHUX HPOLEAypa,
KOJ KOjHX ce€ TpellKa MpoIlemhyje Ha OCHOBY TeKyher M IpeTXOJHOT peniema, y jeqHaunan (1.19) rpemka ce
npouemyje Ha ocHOBY Oynyher u Tekyher pemema. JlonaTHo, 3a pa3Boje KOju CIIOPO KOHBEPIHpPajy, MpOLeHa
rpemke (1.19) Moxxe OMTH 3Ha4ajHO Mama O] CTBApHE TPElIKe, IITO MOXe OMTH JIOIIE CBOjCTBO aKO c€ IPOLeHA
rpelKe KOPUCTH Kao KPUTEPUjyM 32 3ayCTaBJbathe HTEPATUBHOT METOAA.

®unHanHo, ka0 mTo he OMTH MOKa3aHO y HACTABKY, MHTEPIIOIAMOHH MTOJIMHOMH BHCOKOT Pea BPJIO Cy
OCETJbUBU Ha Majle TpelIKe YNa3HUX I10/1aTaka, OJAHOCHO BpJIO Cy Jomie yciaoBjbeHH. CaMUM THM, Kajua ce
KOpHUCTE 3a HMHTEpIOJIAIMjy, OOWYHO Jajy pe3yiraTe KOju 3Ha4yajHO OJCTYNAjy O TauyHHX BpPEIHOCTH.
.l nexajyhu ynanpen®, gopmyina (1.19) je ocerspuBrja Ha TakBe ciydajeBe auBeprenuuje. Camum tum Gopmyna
(1.19) kopucHa je M Kao KpPHUTEpHjyM 3a YTBphUBame KOjU MOAAIM CE MOTY YCIEIIHO WHTEPIIOINpPATH
MHTEPIIOIALMOHNM IIOJINHOMIMA ofipeleHor pexa.



1.1.5. PauyyHapcku asroputMu 3a IbyTHOBe MHTepnoJiauoHe

IOJIMHOME

Tpu cBojcTBa ymHe HbyTHOBE HHTEPIONAIMOHE MOJMHOME H3Y3€THO ATPAKTUBHUM 3a PAvuyHAPCKY
HUMIUICMCHTAIH]Y:

1. Kao mrTo je mpukazano y hopmymnu (1.7), nvHTepHoNanyja BAMIET peaa MOXe ce JOOUTH T0JaBambeM
JEAHOT uJjaHa NPETXOAHO] HHTEpIoJauuju Hiwker pexa. OBO 3HAa4YajHO OJaKIIaBa NpOpadyyH HEKOJIUKO
MHTEpIIOAlHja PAa3IMYUTHX PEelloBa Y OKBUPY jellHE MPOrpaMcKe pyTHHE, a IITO je MOCeOHO MOTOIHO Kaja ce
yHampeq He 3Ha pen (OJHOCHO OONHK) (yHKIHje Koja ce uHTepronupa. JlomaBameMm wiaHa MO 4iaH U
CyKLleCUBHUM ToBehaBameM peaa HMHTEprojialyje, MOXKEMO Jia OJPeANMO Kaja je 3aJ0BOJBCH KPUTEPUjyM
KOHBEpreHIMje, OJHOCHO KaJa JoAaBame clieneher uigaHa BUIIEr peAa He NOoOOJbIIaBa 3HAYAJHO TAYHOCT
pemiewma, WM Kaja y onapeheHMM ciydajeBHMa pelliema MOYMIbY Ja AUBEprupajy. JegHauwHe 3a MPOLEHY
rpemke, o KojuMa he OWTH BWIIE pedrd y Tadyku 3, TOTOAHE Cy 3a O0jeKTHBHY NPOIEHY KpHUTEpHjyMa
KOHBEpIeHIIH] €.

2. KonnyHuny KOHAyHMX pasiiMKa KOJU TPENCTaBibajy KOeQHIMjeHTEe IOJIMHOMA HWHTEpIOalyje,
npukazanu y jenHaunHama (1.8)-(1.11), mory ce npopauyHatu epukacHo. Kao mro je mpukazano y ¢gopmynu
(1.14) n Ha cnunm 1.5, KOHaYHE pa3ivKe BHLIET peAa NpopadyHaBajy ce Ha OCHOBY KOHAUHHX Pa3JiMKa HHKEr
pena. Kopunihemem uHbopMaimja U3 IpeTXoHe UTEpaldje, KOShHUIUjEHTH HapeIHe WHTEPIIONAIldje MOTy ce
euKacHO MpopadyHaTH. AJITOpHUTaM 3a CIIpOBOl)emhe OBOT IOCTYIIKA IPHKa3aH je Ha ciuy 1.7.

3. [lpeauknuja rpemke, mnpukazaHa jemnaunHoM (1.18), omuocHO (1.19) Moke ce BpJO JIaKo
HHKOPIOpHpATH y moctojehe aqropurMe y KojuMa ce Koe(hHUIINjeHTH HHTEPIIONALMje padyHajy CEKBEHITH]aTHO.

SUBROUTINE NewtInt (x, y. n, xi, yint, ea)
LOCAL fdd, ,
DOFOR i =0, n
fdd; o = i
END 0O
DOFOR j =
DOFOR i = 0, n
fdd; ; =
END DO
END 00
xterm = 1
yinty = fdd,
DOFOR order = 1, n
xterm = xterm * (X7 — Xpger1)
yintZ2 = yintyger—; + fddy,
dorder—1 = YTNEZ = YiNtorer—)
Yintopger = yintZ
END order
END Newt Int

Cnunka 1.7.

CBe oOBe KapaKTEpUCTUKE MOTY CE€ HCKOPHUCTUTH W WHKOPIIOPHpPATH Yy OMNINTH AJIrOpUTaM 3a
UMITIEMEHTAlN]y NpopavyyHa HbyTHOBHX MHTEPIIOJAMOHUX IOJIMHOMA, Kao IITO je NMpHKa3aHo Ha ciunu 1.7.
[IpuMeTnTH 1a ce anropuTaMm CacToju W3 JBa Jena: Y TpBoM Aeny oapelyjy ce koeduiujeHTH pas3Boja y
dopmyinu (1.7), a y apyrom ce BpIH NPOIeHa BPETHOCTH (YHKIIHje ¥ IPOIeHa TPEIIKe HHTePIIOIaIlHje.

AmHanu3a rpemke MHTEpPIOoIAIMOHNX MOJIMHOMa OTKpuBa cienehy unmenniy. Kako oucMo cMamumm
IPEIIKy WHTEpIIOJIAlMje, HHTEPIOIaoHe Tauke Tpebano 6M aa Oyay LEeHTpHpaHe OKO M HITO je Ommke Moryhe
TayKkama y KOjuMa eJIMMO Jia apoKcuMupaMo BperHocT (yHkuuje. OBo je u 'y ckiany ca popmyiom (1.17) 3a
NIPOLIEHY Ipelke. AKO NMPETHOCTaBUMO Ja KOJMYHHIM KOHAUHHUX PasjiMKa He BapHpajy Harjio ca IPOMEHOM
MO3HUIIH]je KOOp/IMHATE X, npoleHa rpemke  je IPONOPIMOHATHA ca HPOU3BOAOM
(X - XO)(X— Xl)- . (X— Xn_l)(x - Xn). OunrneHo, WITO Cy HMHTEPHONALMOHE TAUKE Xg, Xq, ..., Xp_1, X, OJIMKE
Tauykd X (Y K0joj ce mpouewyje pyHknuja), Mambu he OUTH B TPOU3BO U3 MPETXOJAHE PEUCHHIIE, & CAMHM THM
U nporieHa rpemke he 6utu mMama.

[

Il
-
|

=

1.2 /laepaHicosu uHmepnoaayuoHu nOAUHOMU

JlarpaH>KOBM HMHTEpHOJIALMOHM TOJMHOMH Cy joIl jexaHa of QopMyiandja HHTEPHOIALMOHNX
MIOJIMHOMA, 2 Y OJHOCY Ha IbyTHOBe MHTEpIIOIAIMOHE TOJIMHOME 32 IbHXOB IMPOPadyH HHUje TOTPeOHO padyHaTH
KOJIMYHHAKE KOHAYHUX pa3iuka. VHTepnonanuja JlarpaHkoBuM MOJIMHOMUMA MOJKE c€ KOHIIM3HO 3alMCaTH Kao



£ ()= L1 (%), (1.20)
i=0
npu yemy cy JlarpanxoBu NOJIMHOME pefa N JneduHICcaHu Kao

n

L)=T1 % (1.21)

j=0 Xi 7 X
J#i

npu yemy cumbon Il o3HayaBa MpoM3BOJE YIAHOBA MO TUM CHMMOOJIOM y rpanuiiama og j=0 mgo j=n,

M3y3eB uiaHa 3a Koju je j=1i. [Ipumepa paam, y criydvajy nuHeapHe uHTepnonamuje (n=1) dpopmyna (1.20)
nocraje
fi(0)= XXO ‘_Xxll )+ Xxl ‘_XX(; ), (1.22)
a 'y Cily4ajy MHTepIionanuje apyror pena (N =2) nobujamo
(0= Xlx) o  exxmxa) gy (exolxon) ooy (g0
(X0 =% )xo —Xz) (% = %0 )%y = %) (X2 = %o X2 =)

Jemnaumna (1.20) Moxe ce AMpEeKTHO M3BecTd mmoiasehn on BbyTHOBHX mHTerpamuonux momuHoMma. Ca mpyre
ctpane, jeqHaunHa (1.20) MoXke ce OUPEKTHO W3BECTH Moilazehm on ummeHHIE Aa je JlarpaHKOB ITOJWHOM

L] (X) jemnaxk 1 32 X=X;, OIHOCHO Jia je jeHAK HyJM y CBUM OCTAMM MHTEIPALMOHMM Tauykama X =Xj,

0<j<n, j#i, xao mro je mpukasano Ha caunu 1.10 3a n=2. [Ipema Tome npousson L (X)f(Xi) y3uMa
BPEAHOCTH f(xi) y TadkaMa HMHTEPIONAlMje X; M HYITYy BPEJHOCT y CBHM OCTAIHM HHTEPIIONAIHOHUM

Taukama. [locieanyHo, cymMupame CBHX Mpou3Boaa u3 m3pasa (1.20) mpeacraBiba jeMUHCTBEHH MOJHHOM pena
N KojM MpoJasu Kpo3 N+1 MHTepnosannuoHy Tauky.

e Third term

100 — Summation
of three
terms = f5(x)

- First term

30

-50

Second term
-100

-150 —

Cnuxka 1.10.

IIpumep 1.6: Kopucrehu ce JlarpaHoBUM HHTEPIONALMOHMM HOIMHOMOM HPBOT M APYIOr peia |
npouenutu Bpeauoct IN2. Cmarparu na je BpemHocT ¢yHkiuje InX mo3HaTa y MCTHM Taukama Kao W y |
HPETXOIHUM IpuUMepuMa: Xy =1, X, =4 u X, =6 ( f(xo)zo , f(Xl):l,38629 u f(XZ):l,79176 ).

Kopucrehu ce dopmynom (1.20), ognocro (1.22) mpouena Bpensoctu In2 mnomohy Jlarpamxosor

X=X

. X=X
MHTEPIIOJIAMOHOT TOJMHOMa NPBOT peja je fl(xlx_2 = f(x0)+
2 X=X

f(x) =0,462098 . Cimano
Xl - XO x=2

OBOME, kopucrehu ce dhopmynom (1.20), OJTHOCHO (1.23) nobujamo



X=X X-—X X—Xg X—X X—Xg X—X

fz(x)| = L 2 f(xo)+ 0 2 f(xg)+ 9 L f(x, =0,565844 , mTO cCy, Kao
x=2

Xo =X Xp — X2 X = Xp X~ X3 X2 =Xo X2 =% o2
IITO jeé W OYEKHWBAHO, MCTH PE3YJNTaTH KOjU Cy A0OMjeHHM M KopuinheweM HbyTHOBHX HMHTEPIOJIALIMOHUX
MOJIMHOMA.

[oxcernmo ce a je Tpenrka HHTEPIIONIAIOHOT TOJIMHOMA peaa N marta m3paszoMm (1.17), 6e3 o63upa Ha

TO Ja JIM je ce 10 TOT MHTEPIIOJIAIIMOHOT IOJIMHOMA JONIIO KOpucTehM ce KOJMYHMKOM KOHAYHHX pa3iMKa
(IbyTHOBM WHTEpHoONanMoOHW MOJUHOMHU) WM Kopuctehnm ce JlarpamwxkoBum nonnHoMuma (JlarpaHxoBu
HHTEPIONANMOHN  monmHOMH). Ipemkxa w3  (1.17) moxke ce  ckpaheHo  3ammcatm  Kao

n
e, = fn[x, Xns Xn—ts s X0 XO] I | (x =X ) Jlasee, ako je Ha pacrojaramky BpeIHOCT (PyHKIUj€ Y JOAATHO] TAUKH
i=0
X = X;,1 » TPEIIKA CE& MOKe INPOLEHUTH Ha OCHOBY (opmyie (1.18). MehyTum, nomro ce KOIMIHUIH KOHAYHHX
pasiiiKa He KOPUCTE Y OKBUPY JITOPUTMa KOHCTPYKIHje JlarpaH:koBHX MOJIMHOMA, TPElIKa Ce PETKO NPOLeHY]e
Ha OBaj HayMH, a jocta yeurhe momohy dopmyse (1.19).
Jemnaumne (1.20) u (1.21) Mory ce pelaTHBHO jeJHOCTaBHO MMILIEMEHTHPATH y OKBUPY padyHapCKOT
nporpama, a Ha ciui 1.11 npukasaH je nceyIornporpam Koju ce Mo>Ke HCKOPHCTHTH 33 OBE CBpXE.

FUNCTION Lagrng(x, y., n, xx)

sum = sum + product

END DO

lagrng = sum

END Lagrng
Cnuka 1.11.

Ha «kpajy, ymopenumo IbyTtHoBe u Jlarpam:koBe HHTEpIIOJAIIMOHE TIOJMHOME Ca CTAHOBHIITA
NpaKkTHYHE TPUMEHE. YKpaTKo, y CilydajeBUMa Kaja pejl MHTEpPIOJIaMOHUX MOJMHOMA HHUje MO3HAT yHampen,
IbyTHOB MeTOx WMa TpemaHOCT 300r TOTa INTO MPYXa YBUI y IOHANIAKE W KBAIUTET HWHTEPHOIAIMOHHUX
MOJIMHOMA PasNHYUTHX penoBa. JlomatHo, mporeHa rpemke u3 Qopmyre (1.18) Moxke ce jeaHOCTaBHO
WHTErpUCaTH y alNropuraMm npopadyyH HbyTHOBHX HHTEPNONIALMOHUX MOJMHOMA IOIUTO Ta MPOLEHa I'pEliKe
KOPHCTH KOJIMYHUK KOHAYHUX pasznuka. [Ipema Tome, 3a oxpehuBame noTpeOHOT pena nHTeponanuje oapelhene
¢yHKIHje 00mYHO je moronHuju IbyTHOB MeToI.

Jasbe, ako je yHampe] IIO3HAT >KeJbEHU PeJl MHTEPIIOIAalMOHOr IoIuHOMa, Jlarpamxkosa u IbyTHOBa
dopMmynia UMajy MpUOJIMKHO CIMYHY CIOKEHOCT HyMepHykor mpopauyyHa. Ca apyre crpane, JlarpanxoBa
Bep3Hja HEIITO je jeAHOCTaBHUja 3a UMILIEMEHTaNHjy (TporpaMuparme) 300T Tora mTo HEe 3aXTeBa MPOPAYyH U
CKJIQIUIITeh¢ KOJIMYHNKA KOHAUYHHX pasiiuka. 300r tora ce JlarpaH)xOBH MHTEPIIOJNALMOHN MOJIMHOMHM yenthe
KOPHCTE KaJia je yHaIpe/ ITO3HAT JXeJbEeHH peJl HHTEPIIOJalMOHOT MOJIHHOMA.

WHTepnonaMoHy MOJIMHOMH BHILET pella MOTY OWTH JIOLIE YCIOBJbEHH, OJHOCHO MOTY OWUTH BDJIO
OCET/bMBH HAa TPENIKE 3a0KPYXHBama' (KOHAYHE TAYHOCTH MPEICTAaBIhamha OpOjeBa M KOHAYHE TAYHOCTH
npopauyHa ¢yHkuja nmomohy pauynapa). [IpencraBpame OpojeBa y ABOCTPYKOj TaUHOCTH ITOHEKa/l yOJaxkaBa
oBaj npobiiem. Ca apyre cTpaHe, Kako CTeNeH MHTEPIIOJAMOHUX TIOJIMHOMA pacTe, y jeIHOM TpeHyTKy nohu he
ce JI0 TpeHyTKa Kaja he rpemika 3a0KpyknBamba OHEMOTYHHTH MHTEpPIIONAIMjy HA jeJHOCTaBaH HAYMH KaKo je
TO MPHUKA3aHO 0 Cajl.

1.3 Koegpuyujenmu uHmepno1ayuoHux n0AUHOMA

WNako cy u IbyrHoBu u JlarpaHkOBM HMHTEpPIIONAIIOHN MOJIHMHOMH IIOAj€JHAKO TPHUMEPEHH 3a
onpehuBame BpenrHOCTH QyHKIHje M3Mel)y Tauaka WHTepHoOianyje, OHH HE Pe3yATyjy CTaHIapIHUM OOIHKOM
3amnmca MoJMHOMA KOjH je

1 .
CamyHO BaXkd M 3a PETPeCcHjy BUILIET pefia.



f(x)=ag +ax+ax® +..+a, x"+a,x". (1.24)

Koedunujentn u3 mperxonne dopmylie Mory ce, 0apeM TEOPHjCKH, jEJHOCTAaBHO HM3payyHAaTH HA OCHOBY
YUICHHUIIE /1a je TOTpeOHO N+1 Tadaka y KojuMma Cy IO3HATe BpeOHOCTH (yHKIMje na 6u ce ogpemmmo n+1
koedurmjeHara nmoauHoMa pena n. [Ipema Tome, MOXe ce KOHCTPYHCAaTH CHCTEM JIMHEAPHHUX jeJHAYMHA KaKO
Ou ce oxpenwntn KoeDULHMjeHTH 8y, dy,..., 8,. Ha NpuMep, NPETHOCTaBUMO Ja JKEIMMO Ja OJIPEIUMO
Koe(uIMjeHTe MHTEPIIOJIALIMOHOT ITOJIMHOMA JIPYTOT pena (MHTepHoIayjy napadoaom)

f,(X)=ay +ax+a,x°. (1.25)
3a To HaM je moTpeGHa MO3HATA BPEAHOCT (yHKIMje KOjy emumo na unteprionupamo, f(x), y Tpu Tauke:

(XO, f(xo)), (Xl, f(xl)) u (sz f(xz)). AKO cBaKky O] OBe TPH BPEAHOCTH (YHKIMjEe H3jeAHAYNMO ca
nosrHoMoM u3 (1.25) y oaroBapajyhoj tauku nHTEprionanuje noodujamo ciuenehu cucrem jenHaurHa

f(Xo)=ag + Xoa + X3a,
f(x)=ag+xa +xa, . (1.26)
f(x,)=1ap + X,8; + X3,

VY IpeTXoIHOM CHCTEMY jeNHAYMHA Xg, X; H X, CY IO3HATE BPEIHOCTH, a 8, & H a8, HEMO3HaTe BPEAHOCTU
10 KOjUMa ce CHcTeM perasa. [1ommTo je Opoj HeMo3HATHX BEIMYKMHA jeHAK Opojy jenHaunHa, jeanadune (1.26)
MOTY Ce PEIINTH Ha HEKU OJ1 CTaHIapHUX HaYMHA, yKIbYUyjyhu U METO/ elTMMHHALIY]e HETIO3HATHX.

W3y3eTHO je BaXHO HAMOMEHYTH Jia OBaj AJrOpUTaM HE TPEICTaB/ba e(pHKACHO peliemhe 3a
onpehuBame KoeduilMjeHaTa UHTEPIIONAIMOHUX TOJMHOMA. JeHAYUHE Y CUCTEMY je[Ha4YMHA IOMYT OHOT Yy
(1.26) cy u3y3etHo joie ycioBibeHe. be3 003upa 1a M ce 0Baj CUCTEM pelliaBa METOJ0OM CIMMHUHAIM]E UITU
HEKHM JIpYruM e(QHUKacCHHjUM METOJIOM, NIPOpauyHaTH KOE(QHIMjEeHTH MOTY OWUTH BpJIO HETa4yHH, MOCEOHO 3a
Benuke penoBe N. Kama ce ™M KoehHIMjEHTH MCKOPUCTE 3a HAKHAIHY WHTEPIOJAINHU]y, OOUYHO PE3YITY]jy
3HAYajHUM rpeIiKkama.

VYkpatko, ako je IMJb Jda ce onpeae BpemHocTd (yHKIHMje u3Mel)y Tauaka HHTEpPIIOJAIM]E
MPEenopyUsbHBO je KOpucTHTH HbyTHOBe min JlarpamxoBe HHTEPIOIAIMOHE MOJHMHOME. YKOJIHKO je M3 HEKOT
pa3jiora HEOMXOJHO KOHCTPYHCATH WHTCPIOIANMOHU MOJIMHOM Y 00muKy (1.24), To ce MOXKe ypaauTd caMo 3a
HIDKE PEJIOBE MOJHMHOMA, Y3 MTOCEOHY OMPE3HOCT.

1.4 UHeep3Ha uHmMepnoaayuja

IIpema cranmapaHO] HOMEHKIATYPH, f(x) U X TIpeACTaBibajy 3aBHCHY M HE3aBUCHY NPOMEHJBUBY,
pecnektuBHO. Kao mocieauma Tora, BpeJHOCTH IIPOMEHJbUBE X OOHMYHO Cy YHHGOPMHO pacmopelheHe.
JenHocTaBaH mpuUMep OBakBe CHUTyanHdje je Tabena ca BpeAHOCTHMa (QYHKIHje f(x):l/ X Y eKBUIUCTAaHTHUM

TayKaMma,

[#5]

4 5 o} 7
3333 0.25 0.2 0.1667 0.1429

X | 1 2

"R 0.5 =

o

[IpernocraBuMo cajia la UMaMo Jpyrauju mpodjeM y OJHOCY Ha J0Caallie, OJHOCHO Jla HaM je
O03HaTa BPEIHOCT PyHKIH]je f(x) 3a KOjy je moTpeOHO oxpeautu onrosapajyhy Bpeanoctu X . [Ipumepa panu,
3a BPEIHOCTU U3 TrOpe Tabene, NPeTnoCcTaBuMO Jia je 3aJaTaK Ja ce OAPEIH BPEAHOCT X 3a Kojy he OutH
f(x):0,3. IMomrTo je Hama (yHKIMja HA OCHOBY KOje Cy aoOujeHe TaOenupaHe BPEAHOCTH IO3HATA, MH
yHampex 3HamMO [a je TadHo pememe X =1/ f(X):]/O,3:3,3333. Mehytum, pemmmo oBaj mpoOIeM MmoJ
MIPETIIOCTABKOM J1a HaM 00K (DYyHKIHje Ha OCHOBY Koje Cy nobujeHe Tabenupane BPeIHOCTH HHj€ MTO3HAT, IITO
YeCTO OAr0Bapa CUTYAIUjU Y MIPAKCH.

[MpoGieMy OBaKBOI THIA HA3WBAj)y Ce MHBEP3HU MHpoOiieMu. 3a Mall0 KOMILIMKOBaHHUje Hpobiieme,
OJIHOCHO Kaja HaMm (hyHKIIHja 3a KOjy Cy A00HjeHr TabenupaHu MoJaly HUje Mo3HaTa, jeHa o] MOTyhux uzeja
j€ Ila ce 3aMeHe yJore Koje uMajy f(x) U X, OTHOCHO Ja ce HalpTa rpa@uk X y QyHKIHjH f(x), a J1a ce oHaa
nomohy JlarpamkoBux win tbyTHOBH MHTEPIONAIMOHHU MOJHHOMH OJpEU Tpa)keHa BpemHOCT X . Haxaocr,
Kajia ce yJora NpOMEeHJbUBUX (X U f(x)) 3aMeHH, He NIOCTOjH rapaHuuja aa he BpeJJHOCTH Ha HOBO]j arCLich
(omHOCHO BpemHOCTH f(x)) 6utn yHudopmHO pacrnopelene, mro je oOMUHO 100ap HpenycioB 3a TayHy H

edukacHy WHTeprnoJanujy. Y crBap, y BehuHHM ciydajeBa, BPETHOCTH he OWTH 3TyCHYTE Ha IOjeIUHUM
Mectuma. Ha Hekum jgenoBuMa mocTojahe Belwka TYCTHHA MO3HATUX BPETHOCTH, @ HA HEKUM JIPYTUM BEJIHKO



pacrojame m3mel)y nBe mHTepronanuoHe Tadke. [Ipumepa pamu, 3a QyHKIH]Y f(x):l/x HAKOH 3aMEHE yjora
NIPOMEHJBUBUX JTo0Kjamo cienehy Tademy

f(x] | 0.1429 0.1667 0.2 0.25 0.3333 0.5
3

X |.7 s} 5 4

TakBa HeyHHM(pOpPMHA pacmofena Ha alcOUCH OOMYHO BOAWM Ka BEIMKHM OCHWIALKjaMa y pe3ynTyjyhum
HHTEPIIONALMOHNM MoJHHOMKMA. J[o oBora MoXke HohM Yak M y ciIydajy MHTEPIIOIALMOHUX IIOJIMHOMA HUCKOT
pena.

ANTepHATHBHO peIIeHE je Ja Ce 3a OPUTMHAIHE IOJAaTKe (f(x) y 3aBHCHOCTH O X ) OApenu
MHTEPIIONAMOHN MONHHOM T (x) ¥ Behunu ciaydajeBa, 300T TOTa ITO Cy HHTEPNOJANMOHE Tauke YHH(POPMHO
pacriopeheHe ay’)x X oOce, OBaj MHTEPIOJALMOHM MOJMHOM Hehe OMTH Jomie ycnoBieeH. Penreme mpoGiiema
OHJIa CE€ CBOAM HA INPOHAJAXKEHE BPETHOCTH X 3a KOjy jé MHTEPIIOJAIMOHU IOJMHOM jeJHAK JaTOM f(x).

CamuM TUM TIpoOJieM WHBEp3HE MHTEPIONAILMje CBOAM CE Ha NpOHANAXEHE Hyle (QyHKIHje, a TO Ce MOXKE
PELINTH pa3HUM CTaHIAPJHUM aTOPUTMHUMA, OJ] KOjHX je METOJ CEUYHIIe CaMo jeiaH y HUBY.

1.5 lodamHu komeHmapu

Hpe HETO HAaCTaBUMO JaJb€, 3rOTHO je IIOMCHYTHU jOH.I JABC TCMC: I/IHTepHOJ'IaLlI/Ija Cca CKBUJHUCTAHTHUM
Ta4yKaMa 1 eKCTpanonaqua.

30or Tora mro HU IbyrHOBM HHM JlarpaH)XOBM WHTEPIOJAlMOHH TIOJIMHOMH HE 3aXTEBajy
SKBHJIMICTAaHTHO pacriopel)eHe HHTEepIoNalioHe TadKe, HEKO Ce MOXE 3aluTaTH 3amTo OW ce TOj TeMH
MOCBeTMIIA TToceOHa Makma. [Ipe oMacoBbema AWTHTATHUX PadyHapa, [IOMEHYTE TEXHHKE HHTCpIOJAIlje
uMaje Ccy LIHMPOKY NpHMEHYy Hajx YHH(OPMHO TaOenMpaHMM NomamuMa. Y CTBapH, KOHIENT IpopadyHa
KOJIMYHUKA KOHAYHHUX pa3liKa M alropuTaM IpHKazaH y Tabemu 1.5 ocMuIbeH je kKako OM ce OJakIIao
IIpOpavdyH M UMIUIEMEHTANMja HHTEPIIOIAMOHNX OJIMHOMA IIPE T10jaBe padyHapa.

Yopkoc ToMe INTO TPIIMKOM TIpOpadyHa WHTEPIONANMOHWX IIOJIMHOMAa mMoMohy padyHapa Hema
motpede 3a SKBUANCTAHTHAM TaukaMma, Taj CIIydaj BakaH je 3a OCTalle aTOPHTME KOjH c€ NMOMHUEY Y OKBHPY
MCTOAAa KOHA4YHHX CJICMCHATa. Jez[aH O TaKBUX IpUMEpa je U HyMCpHUYKa HHTerpaqua, OAHOCHO ITPpOLCHA
Tpelike HyMepHuke mHTerpandje. Kama cy wmHTeprolanoHe Tauke eKBUAMCTAaHTHO pacmnopelene, HbyrHoBa
(dopMyna 3a HHTEpPNOIANN]y TIO3HATA je W oA Ha3uBoM IbyHT-I'peropoBa mHTEpIIONanuoHa GopMyia yHAIpeI
(Newton-Gregory forward interpolation formula).

Jpyra Tema je ekctpanoianuja. EkcTpanonanyja moapasymeBa mporec MporeHe BpeAHOCTH (YHKITHje
f(x) U3BaH OICEra Tayaka UHTEPHONALMjE Xg, Xq, ..., X, , KA0 IITO je MpuKa3zaHo Ha ciauuu 1.13. Y nperxoaHom

0JIeJbKY HAIIOMEHYJIM CMO JIa C€ HajTayHHja MHTEpIoJalija OOMYHO 100Mja y ClyyajeBMMa Kaja je Helmo3Hara
BPEIHOCT y OJM3MHM HMHTEPIOJAIMOHMX Tadaka. OYWINIeZIHO, OBO HHjE 3aJ0BOJGEHO KaJla Ce HeNo3HaTa
BpenHoct ozpelhyje (naneko) U3BaH OKBHpa UHTEPHOJIALMOHMX Tayaka, a CAMHUM THM TpelIKa eKCTparoJjainuje
Moxe OuTH Benuka. Kao mTo je mpukasano Ha cimid 1.13, mporiec ekcrpamosiainuje mpeacTaBiba Kopak ,,y
HEMO3HATO, MOIITO eKCTPAIoJallhja MPOIINpPYje KPUBY M3BaH IO3HATOT perdoHa. 300r cBera Tora rnpaBa KpuBa
JIAKO MOJKE J1a Ce 3Ha4ajHO pa3ulje ca NpeAuKIMOHOM KpuBOM. 300r CBera Tora Kaja roji HaCTaHe HEOMXOJHOCT
3a eKCTPAIOJIAIKjOM, YATABY MPOLIEAYPY Tpeba CIIPOBECTH ca W3y3eTHOM onpe3Hoiihy.
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1.6 HHmepnoaayuja cnaajHoguMda

Jlo caja cMO KOPUCTHITH MOJMHOME N -TOT pejia 3a uHTepnoianyjy usMeljy n+1 tauke. Ha mpumep, 3a
ocaM WMHTEPIOJIAIIMOHKMX Tadaka, MPHUKa3add cMO IMOCTYNaK 3a oapehuBame MoNMHOMa ceaMor pena koju he
MpoJasuTH Kpo3 Te Tauke. OBa KpuwBa (MHTEPIONAIMOHH TOJMHOM) ociukahe cBa 3akpuBJbema (Gapem
3aKJBYYHO Ca CEAMHUM PEIOM) AWKTHpaHa TadyKkaMa WHTeprojanyje. MehyTum, mocToje cirydajeBrn Kajaa OBaKBH
MHTEPIIONAIMOHN TTOJMHOMH MOTY BOIWTH Ka BEJIMKHM TpEIIKaMa yciel TpEeliKe 3a0KpyXKHBama W edekra
npeMaiema. AJTepHATHBAH TPHUCTYN je TPUMEHa MOJMHOMA HIDKET pella Ha TMOJACKYN HHTEPIIONAIlHOHNX
Tayaka, a TAKBU Mel)ycoGHO MoBe3aHu MOJMHOMH Ha3uBajy ce cruiajaosu (Spline functions).

Ha mpumep, xpuBe Tpeher pema kojuMma ce MoBe3yjy MapoBH Tadyaka Ha3MBajy ce KyOHH CIUIajHOBH
(cubic splines). OBakBu MOJMHOMH MOTY Ce€ KOHCTPYHCATH TaKo Jia CIojeBH u3Mel)y aBa cycenHa ciuiajua Oymy
BU3YENHO IJ1aTKH (crojeBd). Ha mpBu morien Moxke ce YYMHUTH Ja allpoKCUMallMja CIulajHOBHMa Tpeher pena
Mopa OuTH HH(EpUOpHa y OJHOCY Ha OPUIMHAJIHY WHTEpIONALHjy MojuHOMHMa ceamor pena (EbyrHoBuM

OTHOCHO JlarpaHkOBUM HWHTEPIONANMOHUM TOJHHOMKMA). UuWTanam ce Mo)Ke 3amuTarTd 3amro O HKO
KOPHCTHO CILJIajHOBE 3a MHTEPIIOJIAIIN]Y.

Ha cmmmwm 1.14 mpukasana je jemgHa oI CHTyaldja y KOjoj CIUIQjHOBH Pe3yITyjy 00Jb0M
arpoKCUMAIMjOM Yy OJHOCY Ha WHTEPIIONaLlOHE MOJMHOME BHLIEr peia. Y MHUTalky je CUTyalHja rue je y
HajBeheM geny QyHKIHja KOja ce MHTEPIIONUpa TIIaTKa ca 01aroM IpoMeHoM, a y onpeljeHoM Opojy nermoBa uMa
Harie npoMmeHe. XeBucajunoBa (yHKIMja MpuKa3aHa Ha ciuid 1.14 mpeacraBiba eKCTpeMaH NpPHUMEp TaKBHX
¢yHKIHja ¥ OBJIE je HCKopUITheHa y WITyCTPaTHBHE CBpPXE.
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Cnuxka 1.14.

Cnuke of 1.14(a) mo 1.14(c) noka3syjy Aa WHTEPIIOJIALMOHH ITOJIMHOMH BHUILET Pela UMajy TeHJICHLU]Y
Jla HEKOHTPOJIMCAHO OCHMITY]jy mposa3ehu Kpo3 MHTEPITOIAIMOHE Tauke y Oiu3unHu Op3e npomene ¢yukuuje. Ca
JpyTe CTpaHe, CIUIQjH Takohe moBe3yje MHTEpIIONAIMOHE Tauke (IIPoja3d Kpo3 EHHX), alu 300T Tora IITO je
OrpaHWYCH Ha TOJIMHOME HIDKET pela, OCHWIIAlWje Cy CBEICHe Ha MHHUMAlHE, Kao IITO je NPHKa3aHo Ha
cimnm 1.14(d).

KoHuent cruiajHoBa MOTEKa0 je M3 TEXHUKE KOja Ce KOPUCTWIIA y TPOU3BOJIbH, Kajla ce KOpUCTHIIA
TaHka (uiekcuOmwIHa (MeTaqHa) Tpaka (Ha3BaHA CIUIAjH) 3a I[PTambe IIATKAX KPUBa KOje Mpojia3e Kpo3 3ajaTw
ckyn Tadaka. OBaj mporec je WiycTpoBaH Ha ciuuy 1.15 3a ckynm ox mer nmuHOBa (ekcepa), KOju OBIe
NpeNCTaB/bajy Tauke WHTepnonauyje. IlpemMa oBOj TEXHHIM, MOJEJap MOCTAaBH NAamdp NPEKO paBHE ApBEHE
MOAJIOre, a 3aTHUM 3aKyla ekcepe (KOju mpoJjia3e Kpo3 MaImup W 3aBpIIaBajy y APBEHO] MOAI03M) y MO3HLHjaMa
Tavaka uHTeprnonanyje. Hakon caBujama crajHa u3Mel)y 3akynaHux ekcepa 1o0Hja ce riiaTka KpuBa Koja ce
OJIOBKOM MpPEHOCH Ha mamup. be3 003upa Ha pex ampokcuMalldje, OBakaB HauMH MHTeprojanuje omomaheH je
T10J] Ha3UBOM ,,KyOHHM criiajHoBH (cubic spline).



Cnuxka 1.15.

VY okBHpY OBOT OjieJbKa UCKOpUCTHhiE ce jeHOCTaBHA JHMHeapHa (QyHKIMja Kako OW ce yBelHu HEeKH
OCHOBHM KOHLIEIITH M TIPOOJIEMH TIPHIIMKOM HHTEpIIoJanuje ciuiajnoBuMa. HakoH Tora paszsuhe ce anropuram 3a
MHTEPIIOJIALN]Y 3a/laTHX MoJaTaKa KBaJpaTHUM cIulajHoBuMa. Ha kpajy he Outn npukazan marepujai o KyOHHUM
CIUIQJHOBMMA, KOjH Cy JeJJHH O] HajKOPHUCHUjUX M Hajuemrhe KOpUIINEHHWX THIIOBA CIUIAJHOBA Y MHIKEHEPCKO]
MIPAKCH.

1.6.1 /IluHeapHHU CIJIajHOBHU
HajjenHocTaBHHjM HaYMH Ja Ce MOBEXKY NIBE Tayke je momohy mpaBux jguauja. CIiajHOBU MPBOT peaa
KOjH TT0BE3Yjy HHTEPIIONAIIMOHE TauKe MOTY ce Je(UHNCATH Kao CKyH JIMHeapHUX (QYHKIIIja 00IHKa:
f(x)=f(xo)+mo(x=xp) X <x<x
fix)=f(x)+mix—x) X <xX<x
(0= 1)+ M) 5 <x<x .

f (X)= f (Xn—l)"' mn—l(x - Xn—l)* Xpo1 S X=X,

npu 4eMy €y M, xoeduuujeHTH HarubOa NpaBHMX JIMHUja KOj€ MOBE3Yjy HMHTEPHNONALMOHE Tayke U KOjH ce
padyHajy Kao

— f(Xi+1)_ f(Xi)l (1.276)
Xis1 =X

Ha ocHOBY mpeTXofHHX jefiHaYMHA MOXKE Ce OJPEINTH BPeTHOCT QyHKIHMje y 6o Kojoj Tauku m3mehy X, u

Xn TAaKO HITO €€ NPBO OAPCAN UHTCPBAJI KOMC IIpUllaJia Ta Ta4Ka, a OHJAd C€ UCKOPUCTHU 0;[r013apajyha JIMHeapHa

jenanaumna. [IprukazaHu METOZ OYMIJIENHO j& MJISHTHYAH ca METOJIOM JIMHEapHEe MHTEpIIoJalyje Ha JIeo 1Mo Ae0
MHTEPIIOIANMOHNX Tayaka. Jean oj mpuMepa ynorpede CIUIajHOBa MPBOT pena Mpukas3aH je Ha ciauim 1.16(a).
Ha ocHOBY OBe ciHKe JIaKO ce MOXKE YOUHUTH Jia JMHEapHH CIUIajHOBH PE3YITYjy KPHBOM KoOja HHUje riiaTka, IITO
NPeNCTaBJba M je[laH 0l ’UXOBUX INIABHUX HEJOCTaTaka. Y KpPaTKo, y TAYKH CIoja JiBa CIUTIajHa (Koja ce Ha3uBa U
yBop, knot), Harub kpuBe Mema ce 6p30, a GopMaHO MaTEMATHYKH NMPBU M3BOJ UHTEPIIOJIALMjE UMA IIPEKU Y
oBuM Taukama. OBaj HeZoCTaTaK OTKIaka ce KOpHIINemheM CIUIajHOBa BUILET Pefia KOjH rapaHTyjy riatkohy y
YBOpPOBHMMA TaKO INTO W3jeHAYaBajy M3BOJC NIBa CIUIajHa y Tauku crmoja. OBaj moctymak Omhe mpukaszaH y
HACTaBKYy.
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1.6.2 KBajgpaTHHU CIJIajHOBHU

Kako 6u ce 00e30enmino na je M u3BOIa WHTEPHOJIaNHOHe PYHKINje KOHTHHYATHO Y YBOPY, MOpa ce
KOpUCTUTH cIUIajH pena Oapem M+1. IMommuomm tpeher penma, omHOocHO KyOHHM crutajHOBH 00e30elyjy
KOHTHUHYaJIHOCT IPBOT M JPYror W3BOJa Y YBOPY, @ OHHM YjeIHO MpeJICTaBibajy M CIUIajHOBE Hajuelnhe
kopuiihieHe y mpakcu. Mako Tpehu u BUIIM M3BOIM MOTY MMATH MPEKHJE Kaja ce KOpUCTe KyOHH CIUIajHOBH,
OBH TIpEKHM OOMYHO CE€ HE MOTY JIETEKTOBAaTH BU3YEJIHO, HbHXOBAa KOHTHHYAJIHOCT HHje OJ] 3Hadaja y BehuHH
HHKEHEPCKUX MPUMEHA, 1a ce 300T Tora CIJIajHOBH pelia BUILET 011 Tpehier peTko Kopucre.

300or Tora mTO W3BONEHE KYOHHX CIUIAjHOBA MOXKE OWTH pEaTHBHO CJIOKEHO, TO H3BOheHe
OCTaBJbEHO j€ 33 Hape/HH O/IeJbaK, a Y OKBHPY OBOT OJleJbKa MPBO heMo MIIyCTpOBaTH KOHLENT WHTEPIIOJIALHje
cruiajHoBuMa Jipyror pena. OBH ,,KBaJpaTHU CIUIQJHOBH' MMajy KOHTHHYyallaH NPBU M3BOJ y YyBOpoBHMa. Mako
KBaJIpaTHY CIUIQJHOBH HE rapaHTyjy KOHTHHYaJIHOCT JPYTOT M3BO/Ia Y YBOPOBUMA, FbUXOBOM aHAIU30M MOXE Ce
JacHO JEMOHCTPHPATH MPOLIEAYPa 3a Pa3BOj CILIAjHOBA BHIIICT peja.

Lluse xBaJpaTHHX CIUIajHOBA je KOHCTPYKIHja ITOJMHOMA APYTOr pela 3a CBaKH WHTepBal u3Mmehy
MHTEPIIOIAMOHKUX Tauaka. KBajpaTHH CIJIajHOBHU 32 CBaKH MHTEPBAJ MOTY Ce MPEJCTAaBUTH Y O0JIHKY

fi(x)=ax? +bx+¢;. (1.28)
Cnuka 1.17 yBeneHa je kako O ce IOJATHO pa3jacHWIa HOTaldja Koja he Outu kopuinhena. 3a N+1 Tauky
unrepnonanuje (i =0,1,2,.., N), mocToju N MHTepBaja M, MOCIEAUYHO, 3N HEMO3HATHX KoeduuujeHata (a,

b u ¢ y dopmynama o6nuka (1.28)) xoje Tpeba nmpopauyHaru. IIpema Tome, HOTPEOHO je MOCTaBUTH 3N
jeJHAYMHA OHOCHO YCJIOBa KAaKO OU ce OApeIrIn Helo3HaTH Koeduimjentn a, b u ¢. OB yCIIOBH Cy:

1. BpeaHoCTH cyceHUX CIUIajHOBA (KOjU MMajy 3ajeIHUYKH YBOP) MOpPajy OUTH MeljycoOHO jeHake y
3ajeITHIYKOM YBOPY, OJHOCHO jeTHaKe BPEIHOCTH QYHKIHje Koja ce naTeprnonrpa. OBoO ce MaTeMaTHIKH MOXKE
3aMucaTH Kao

3 X+ X g+ Gy = F(x ), (1.29)
aiXi271+biXi71+Ci = f(Xifl), (130)

3a 2<i<n. 36or tora mro ce y jemnaunnama (1.29) u (1.30) KopucTe CBH YBOPOBH H3y3€B MOUYECTHOT H
MOCJICIEHET, CBaKa OJ1 OBHX jeHAYMHA JOMPHUHOCH ca N—1 ycioBOM, a 3ajeHO pe3ynTyjy ca 2N —2 ycloBa.



2. TIpBu ¥ MOCNEAH CIUIAJH MOpajy Mpohu Kpo3 MHTEpIojalnuoHy Tauky. OBaj ycliOB pe3yiryje ca
JIBE TOJJATHE jeTHAYHHE

axs +bxg+¢ = f(x) m (1.31)
anx2 +byx, +¢, = f(x,), (1.32)
IITO 33j€IHO Ca IMPETXOJHIM YCIOBHMA YKYITHO BOAM Ka 2N—2+ 2 = 2N ycioBsa.
3. [IpBr M3BOIM Y YHYTpAIIlb-HM YBOPOBIMA Mopajy OutH jenuaku. [1pBu m3Box jenHagnHe (1.28) je
f'(x)=2ax+h,
IpeMa TOME OBaj YCJIOB C€ MaTeMaTHYK/ MOKE 3aIlUCaTH Kao
28 %1 +b_y =28 %4+ (1.33)
3a 2<i<n. OBo nompuHOCH ca JojaTHHX N—1 jeAHAauMHA, IITO YKYIHO Ca MPETXOJHUM YCIOBHMA BOAHU Ka
2n+n—-1=3n-1 jegHaumau. 300r TOra mMTO MMamMoO 3N HEMO3HATHX, y OBOM TPEHYTKY HEAOCTaje HaM jOII

jeman ycinoB. OcuM ako HeMaMO HEKy AoJaTHy HMHGOpManujy y Be3M ca (QYHKIHjOM KOjy JKEIUMO Ja
HHTEPIIOIMPAMO WA Y BE3U Ca HEHUM H3BOJOM, MOTpeOaH HaM je jOII jelaH HE3aBHUCAH YCJIOB Kako OHCMO

MOTJIM JIa CIIPOBEIEMO MpoLeaAypy onapehusama xoedpunujenata a, b u ¢. Mako mocroju Bullle pasiduUTHX
omiyja koje je moryhe u3abpartu, 1oaatHu ycioB u3adpahemo Ha cienehu HaumH.

4. IIpernoctaBuhemMo 11a je IpYrHu M3BOJ jeJHAK HYIH y TMOYETHO] MHTEPIIONAIOHO] TaYKH. 300T ToTra
IITO je ApyrH u3BoJA jenHaunHe (1.28) jenHak 2a;, 0Baj yCIOB MOKE C€ MATEMATHYKHU 3aIIUCATH KAo

a;=0. (1.34)
OBaj ycII0B BU3YEIHO OJIrOBapa CUTYaIHj! TJ€e Cy NPBE ABE MHTEPIIOIANOHE TaUKe OBE3aHE MPABOM JIMHHU]OM.

f) ax* + byx + ¢y
a® + byx + ¢,

ax + bix + ¢

fox)

Jlxp)

Interval 1 Interval 2 Interval 3

Cauka 1.17.

18.6.3 KyGHM cIJ1ajHOBU
[uss KyOHUX CIUIAjHOBA je Ja ce KOHCTPYHIIE TOJHHOM Tpeher peia 3a CBakM WHTepBald uzMmelhy
HWHTEPIIONAIIMOHNX YBOPOBA, OJHOCHO Ja c€ 0/ipejie Koe(hUIIjeHTH MTOJTMHOMA O00JIHKa
f.(x)= a3 +b,x? + ¢;x + d; . (1.35)

Ilpema Tome, 3a N+1 wuHTepnonauuony tauky (i=0,1 .., N), HOCTOjU N HHTEPNOJALMOHUX MHTEPBAIA W,
nocneandHo, 4n koeduiujeHTa Koje je notpedHo oapenutn. CIMYHO Ka0 M KOJ| KBaJIpaTHUX CIIJIajHOBA, Ca/ia je
notpedHo 4N ycioBa Kako OM ce MOTJIM OpeauTH Koeduiujentr a, b, ¢ u d . OBu ycioBu cy:

1. BpenHocTn crutajHOBa MOpajy OWTH jenHake W jenHAake BpeAHOCTH (YHKIHje y CBUM
MHTEPIIOIANOHUM TauKaMa H3y3eB MOYeTHE U Kpajibe (2N —2 yciiosa).

2. IIpBu W mocCieNHU CIUIQjH MOpajy Jia MpoJiaze Kpo3 HPBY, OJAHOCHO ITIOCIENbY HHTEPIOJALMOHY
Tauky (2 yciaosa).
3. IIpBu U3BOAM y YHYTpAIIHHM HHTEPIIOJIALIMOHUM Taykama Mopajy ouTH jenHaku (N —1 ycios).

4. lpyru 13BOJ1 Y YHYTpaIIlbUM HHTEPIIOJAMOHNM Taukama Mopajy outu jenHaku (N —1 ycnos).



5. lpyru n3Boam MOpajy OWTH jeIHAKW HYTH Y KpajlbMM HWHTEPHOIAIMOHMM Tadkama (ITOYeTHOj U
nocnenmoj) (2 ycmosa).

Busyenna nnTepnperanuja yciosa S je 1a GpyHKIHja Iposa3u Kpo3 Kpajibe YBOPOBE Kao IpaBa JIMHH]A.
OBaxkaB ycJIOB BOJIM Ka CIJIajHOBHUMA KOjU ce Ha3uBajy ,,MpupoaHu‘‘. Ha3us cy moOMIM 10 TOME IITO Ce Tpaka 3a
MoJIeNnoBame (FTycTpoBaHa Ha ciunH 1.15) moHama Ha oBakaB HauMH. AKO BPEIHOCT APYTOT M3BOAA Y KPajHIM
YBOpPOBMMA HHUje jeqHaKa HYJH, OJHOCHO ako y KpajlbMM YBOPOBHMA CIUIQjHOBH HMMajy 3aKpHUBJBEEC, OBa
nHpOpMaIHja MOXKe ce HCKOPUCTHTH Kao alTepHATHBA yCIOBY 5 Kako OW ce mo0mia Ipyra JBa yclioBa.

[IpeTxoaHO MpHKa3aHMX IET ycIoBa Pe3yiTyjy ca 4N jeqHauynHa Koje je MoTpeOHO PEelIuTH Kako Ou ce
onpemwio 4n Hemo3HaTHX Koedunmjenata (a, b, ¢ u d ). Mako je moryhe KoHCcTpyncaT KyOHE CIIajHOBE Ha
OBaj HA4YMH, y HAacTaBKy he OWTM mNpHWKa3aH anTepHATHBAaH HAYMH KOjH 3axTeBa pemraBame camo N-—1
jennaumne. Maxko je u3Boheme oBor anropurma (IpHKazaHOT y AoAaTKy 1.3) Mame OYMINIEHO HETro y Ciydajy
KBaJIpaTHUX CIUIAjHOBA, JOOUTAK y eUKaCHOCTH OBaKBOI HAUMHA BpPE/aH je JI0JaTHOT Tpya.

Jonarak 1.3: Tpsu kopak y osoM uszsohemy (Cheney and Kincaid, 2008) 3acHoBaH je Ha 3amaxamy |
7a 360 Tora IITO je CBaKy Map MHTEPIONAIMOHUX Tauyaka MoBe3aH MOIMHOMUMA Tpeher pejia, Ipyrd U3BOM AyK |
CBAKOI' MHTEPNONAIMOHOT MHTEpBala je npasa NuHHja. Jennaunna (1.35) Moxke ce mudepeHIMpaTH aBa MyTa |
KaKo O ce TOTBPIMJIO OBO 3amaxkarme. Ha 0CHOBY 0BOTa, Ipyry M3BOJ CIUIajHA MOYE Ce TPeACTaBUTH MoMohy |
Jlarpan0BOT HHTEPIIOIAI[MOHOT MTOJMHOMA MPBOT pefia, Kao y jennaunuu (1.22):

fi”(><)=x;_Xi f”(xi_l)+% (%), X4 <X<X, (11.3.1)

i-1 X i ~Xia
IIpU 4eMy je fi”(x) BPEIHOCT IPYyror M3BOJA CIUIajHa y OWJIO KOjoj TAYKKW X HA | -ToM nHTepBaiy. [Ipema Tome,
[PETXO/HA jeAHAUYNHA IPEICTABIba jeAHaUYNHY IIPpaBe JIMHHje KOja MOBe3yje BPeAHOCT Apyror u3zsoga f” (Xi_l) y

4BOpY X;_; ca Bpexuomhy apyror ussoga f” (Xi) y 4BOpY X; .

Jase, jemHaumHy (11.3.1) MOXKEMO MHTETPalIMTH 1Ba ITyTa Kako OuMcMo mobmmm m3pas 3a T (X)
OOpatuti naxmwy Ja hemMo NPUIMKOM Te HWHTerpaudje y u3pas3 3a fi(x) YBECTH B HOBE HEIMO3HATE
(unTeTparnmone) KoHcTaHTe. OBe KOHCTAHTE MOTY CE OJIPEIWTH Ha OCHOBY YCJIOBa Ja jeqHa4yMHA f; (x) Mopa
ouru jenHaka f; ( ) y TayKH X;, OOHOCHO na ¢dyHkumja f; ( ) Mopa OWTH jeqHaKa fi(xifl) y TaYKH Xj_j.

Haxkon cipoBoljema Te ponenype puHaIHO 70OHjaMo U3pa3 3a KyOHH CIUIajH

|(X): f (Xi—l) f (Xi)

f; 6, - XH)(Xi - X)s +m(x ~Xia)
+L: (_Xlxl) AL 1)()( 1) (x —x) » X SXSX. (n1.3.2)
f(x 706G A% — X4
+|:Xi _(Xi)l - ( )(6 )} (X_Xi—l)

Crporo roBopehu oBaj u3pas jecTe KOMILIMKOBAHU]H OJ] OPUTHHAIHOT MU3pa3a 3a KyOHH CIUIAjH HA HHTEPBATY |
Koju je mat y jemHaunnm (1.35). Ca apyre ctpane, m3pas (x1.3.2) cagpxu camo JBa HEMO3HATA ,,Koe(hHIIjeHTa",
JIpyre M3BOJIC HA TIOYETKY U Kpajy cermenra, f "(XH) u f "(xi ) ITpema ToMe aKo ycmemo Jia OAPEAUMO APYTH

M3BOJI CIUIAjHOBA y CBAKOM YBODY, jeqHaqnHa (1n1.3.2) mpencrasiea cioiajH Tpeher pena.

ﬂpyl"I/I HU3BOJ CHJ'IajHOBa Y UHTEPIOJAIIMOHUM YBOPOBHUMA MOKE CC OAPCAUTU nonasehu oI yCJIOBa Ja
IIPpBU U3BOJ Cl'[J'IajHOBa Y 4UBOpOBUMA MOpa ouTu KOHTHHYaJIaH, OJHOCHO Aa MOpa Aa BaXu

i ()= fiia (%) (11.3.3)

Jenmnauwna (xn1.3.2) Moxe ce nudepeHIMpaTH Kako OM ce M00MO0 W3pa3 3a MPBU M3BOJ CIUIajHA. AKO CE€ OBO |

CIpOBeJIe 3a HHTEPBAI | W MHTEpBaN i+1, a Ta [Ba u3pasa ce usjeanade npeMa jeanaunnu (al.3.3), nobujamo |

cnenchy jenHaunny
(Xi _Xi—l)f "( X 1)+ 2( Xin— ) (X ) ( Xin— )f (Xi+1):
f

=L_Xi(f<xm>—f<xi>> i)t 13

Xjt1

Ako ce jemnauuna (11.3.4) HanumIne 3a CBe YHYTpaIllkhe YBOPOBE, 100Hja ce cucteMm o N—1 jemHauwmne mo N+1 !
HEMO3HATOM JIPYyroM u3BOJY. MeljyTuM, MOImITO OBAE pa3MarpaMo IMPHPOAHE CIUIajHOBE, APYI'M H3BOI |
CIUIajHOBA Y KpajlhUM Tadykama jeHaK He HyJIH, a ce mpobyieM cBoJaW Ha cucteM of N—1 jemnaumne mo n—1 |

HEIO3HATOM JpyroM u3Boay. JlonaTHO, MOKe ce MPUMETHUTH J1a jenHaunHa (11.3.4) Boau Ka TPHUIMjarOHAIHOM |



cucTeMy jenHaunHa. [Ipema ToMe, OCTYIIKOM OIMCAaHOM y OBOM JIOAATKy, HE CaMo Ja je CMameH pell CHCTeMa
jenHaumHa, Beh je OH yUMICH U TPUAWjarOHATHIM, 32 YHje perIaBame MOCTOje TOCeOHO eUKACHN alTOPUTMH.

Ha ocHoBy u3Boljema u3 nqogatka 1.3 modujamo crnenehy kyOHY jeTHAUMHY 3a CBaKH OJ1 MHTEPBAJIA:

£7(x)

fi(x)= G(ij(fx:il)l)(xi”— X+ m(x — %) +
): (—Xlxl) _ (Xil)(6xi ~%a) (x—x)+ X4 <x<X, (1.36)
If (Xilil £ 0 X% %1
P—— - 5 }(X_Xi—l)

OBa jeqHaunHa Caap>kKu caMo JIBa HEIO03HATa KOeQUIMjeHTa — IPYrd U3BOJI Ha KPajy CBAaKOT MHTEPIOJIAI[HOHOT
uHTepBana. OBU KoeUIMjEeHTH MOTY ce n3padyHartu u3 cienehe jennaunne:

(x; — Xé—1)f "(%i1)+ 2(Xi1 — Xi—l)];s"(xi )+ (X1 =% )f (X, ) =
. 1.37
= ———(F ()= T )+ ———(F(x0)= £ (%)) (1.37)
Xiy1 =X Xi =X
Axo ce oBa jeHauMHA HAIMIIE 3a CBE YHYTpaIlll¢ YBOPOBE, J00Hja ce N—1 jemHaumHa mo N—1 HemoszHaToM
apyrom uzsony ¢ynknuje. (IlogceTnmo ce fa cy apyru U3BOAH Ha Kpajl-MM YBOPOBUMA NOCTABJLEHU Ha HYITY.)

Pesynrati mHTEpONaNnyje jeTHOT CKyIa MojaTaka CIUlajHOBUMa IPBOT, IpYyror U Tpeher peaa cyMHUpaHH Cy Ha
cmumm 1.16. Ca Te cimKe jacHO ce MOXKE YOUHTH jacHO MOOOJbIIaFke MHTEPHONAlHje KaKo HaIpeayjeMo Of
JIMHEAPHHX, MPEKO KBaJpaTHUX Ka KyOHUM ciuiajHoBuMa. Ha Toj cimnm (ciuka 1.16(c)) mpukasaH je u KyOHH
HMHTEPIIONIANMOHN MONMHOM. Mako ce KyOHM CIUIajH cacTOju OX cepuje KpuBuX Tpeher pema, pesynryjyha
MHTEpIIoJalja pa3jiiKyje ce Y OJHOCY Ha OHY JI0OMjeHY MHTEpIIOJAalMOHUM oNuHOMOM Tpeher pena. OBo je
JUPEKTHA TIOCIEIUNa TOra IITO NPUPOJHU CIUIAJHOBH 3aXTEBajy HYJITH JAPYTH U3BOJ y KpPajlbMM YBOPOBHMA,
LITO HUjE CIy4ajy 3a KyOHE MHTEpPIIOJIAMOHE MOJIHMHOME.

1.6.4 PauyHapCcKM a/IrOpUTaM 3a KyOHe CIlJIajHOBe

AnroputaM 3a mpopauyH KyOHHX CIUIajHOBa IPHKa3aH y MPETXOAHOM OJEJbKY HJcalaH je 3a
UMIUIEMEHTalWjy Ha pauyHapy. [logceTnmo ce na je, y3 momoh eleraHTHUX MaHUITyJaluja, MeToJ CBEICH Ha
pelIaBame JIMHEAPHOT CHCTeMa jeJHauynHa AuMeH3nja N—1. JlomaTHa MpeaHOCT TOT ATOPHTMA je, Kao IITO je
npukazaso y ¢popmyau (1.37), To mTO je cucTeM jerHayMHa TPHUIUjaroHajaH, a MoCToje AITOPUTMH JIa CE TaKaB
CUCTEM jeJHaunMHa pem u3y3eTHo epukacHo. Ha cimim 1.18 mpukazan je pauyHapCKH airopuraMm KoOju
HHKOPIIOPHPA OBE KapaKTEPUCTHKE.



SUBROUTINE Spline (x,y.n,xu,yu,dy,d2y) SUBROUTINE Interpol (x,y.n,d2x,xu,yu,dy,dZy)

LOCAL ey, o, G, rn, d2x, flag = 0
CALL Tridiag(x.y.n.e,f.g.r) i=1
CALL Decomp(e,f,g,n—1) Do
CALL Subst(e,f,qg,r,n—1,d?x) IF xu = x;; AND xu = x; THEN
CALL Interpol(x,y.n.dZx,xu,yu,dy,d2y) cl = dZxi_/6/ (x; — X;-1)
END Spline c2 = d2xif6f (x; — x1—1)
3= yid (¢ — xop) — dExy * (x—x1)/6

SUBROUTINE Tridiag (x,y.n.e.f,g.r) cd = yif (x; — Xp1) — d2x; * (x=x;_,)/6
fi =2 % (Xo—x) tl = cl* (x;— xu)’
a = (x—x) t2=c2* (xu— x_1)°
r; = 6f/(x;—x;) * (yo—y1) t3=c3 * (x; — xu)
ry = r+6/(g—xp) * (yg—y1) td=cd * (xu— xi_p)
DOFOR 7 = 2, n—2 yu=tl+ t2+ t3+ t4

e = (xy—xi_1) t1=—3%cl* (x;, — xu)

fi=2% (0 — xg) t2=3*%c2* (xu— x,F

g = (Xeg — X)) t3 = —c3

re = 6/ (X — X0 * (e — Y1) td = ¢4

Py = rrbf(xy — X1 Y (yvior — ¥ dy=tl+ t2 + t3 + t4
END DO tl=6*cl* (x;— xu)
g = (X — Xpo) t2=6*c?2 * (xu— x_;)
fre1 = 2% (X — Xp2) a2y = t1 + t2
roe1 = 6/ (Xg — X)) % (p — Yoot) flag = 1
Mo = Mep + 6/ (G — Xe2) * (Vo — Yot) ELSE
END Tridiag i=1+1

END IF
IFi=n+10Rflag= 1EXIT
END DO

IF flag = 0 THEN
PRINT “outside range”
patise
END IF
END Interpol
Crnuka 1.18.
IMpumernmo na pythHa mpuka3aHa Ha ciaunu 1.18 Bpaha jenHy mHTepronmpaHy BpemHocT, YU, 3a

3a7aTy BPEJHOCT 3aBUCHE NpOMeHJbHBE, XU. OBO je caMo jelaH OJf HauMHA Ha KOjU C€ MOJXKE CIPOBECTH
HHTEpIONandja cruajHoBuMa. Ha mpumep, moryhe je W mpBO oapenuTH Koe(HIjeHTe, a OHOa CIPOBECTH
pou3BoJbaH Opoj uHtepnoianuja. JJonarHo, pyruna Bpaha npsu ( dy ) u apyru (dy2 ) ©3BOA HHTEPIIONAHOHOT

criajHa y Tadku XU . Mako HHje HEONXOIHO NMpOopavyyHaTH OBE W3BOJIE, OHM MOTY OWTH KOPHUCTHH Y MHOTHM
cllyyajeBUMa NpUMEHE CIUIajHOBA 332 HHTEPIIOJIalH]y.

1.7 BuwiedumeH3uoOHa uHmepnoJayuja

IMocTynun npukasaHum A0 caj 3a jeIHOAMMEH3MOHY HWHTEPIIONIAlMjy JIAKO C€ MOTY INpPOIIMPHUTH Ha
BUILICIMMEH3MOHE NpobiemMe. Y OKBUPY OBOT O/ieJbKa NpuKka3zaheMo HajjeJHOCTaBHHjU CIIydaj JBOAWMEH3HOHE
uHTepIonanyje y JlekaproBoM KOOpJMHATHOM CHCTEMY.

1.7.1 buivnHeapHa UHTEepnoJianyja

JlBoauiMeH3nOHa HWHTEpmoyanuja 0aBu ce oxpehuBameM BpeaHocTHMa (GyHKIHje u3Mely Tadaka
HHTepIoanuje 3a GpyHKIMje IBe MPOMEHIbHBE KOje Ce MOTY 3alicaTH Kao Z = f(x, y). Kao mrro je npukazano

Ha ciunu 1.19, npernocTaBuMo 1a ©IMamMo BPEAHOCTH (QYHKIHMjE y YETUPH (MHTEPIIOJIAallMOHE) TauKe: f(xl, yl),
f(XZ, yl), f(Xl, yz) U f(XZ, y2) U Jla KEIMMO Jia CHPOBEIeMO HHTEpIoialujy u3Mehy OBHX Tadaka Kako
OHCMO IIPOLIEHUIIN BpeTHOCT QyHKIMje 3a IPOU3BOJBHE apryMeHTe X H Y (X SX<X, u y; <Y<Y, ). Axo 3a

HHTEPIOIANH]y KOPUCTHMO JIHHEapHe QYHKIMje, pe3yITyjyha IOBpII OBE3yje HHTEPIOIAMOHe Tauke moMohy
nBe uHeapHe pynknuje. TakBa (hyHKIMja Ha3UBa ce OMIMHEapHA.
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Cnuka 1.19.

JenHocraBaH HauyMH 3a pa3Boj OwinMHeapHe (QyHKIMje NpuKasaH je Ha ciauud 1.20. Y mpBoM Kopaky,
cMarpamo J1a je Y -BpeIHOCT (MKCHA U MPUMEHUMO jeHOJMMEH3HOHY JIMHEapHy MHTEpPIIONaluujy y X -CMepy.

Kopucrehn ce Jlarpan:xoBuM HHTEPIIOJAIMOHUM MOJIMHOMOM TIPBOT pefa, pe3yaTyjyha HHTepronanyja y Tauku

(%, y1) je

f(xi:yl): s f(xlay1)+ X f(xzv)ﬁ): (1.38)
X =X X=X
JIOK je CIIMYHA MHTEPITOJAIMja Y TAUYKU (Xi , yz) jenHaka
f (%, y,)= A% f (%, ¥, )+ 4 (X2, Y,)- (1.39)
1~ X3 27X

Bpennoctn y oBUM Tadukama MOTY C€ OHJa MCKOPHCTHUTH KakKoO OM ce M3BpIIWIA JHHEapHa MHTEPIIOJAlHja y
Y -cMepy, IITO BOIHU Ka ()MHAITHOM peIleHY

f(xi'yi):uf(xilyl)+uf(XiIYZ)- (1.40)
1= Y2 Yo=Y

HaxoHn 3amene jennaunna (1.38) u (1.39) y jennaunny (1.40) nobujamo

f()(ia)/i)=Mu f(xb yl)+Mu f(sz y1)+

—X 1= XZ_Xl Yi—Y2 (1.41)
—X —% Y- ' '
Az hoh f 0, ¥2)+ . 1Mf(X2:Y2)
X=X ¥Y2— W X=X ¥Y2— 0
x, X; X2
FE——
Vi > @~
lf(xl’.‘t) (X3 Y1) Iﬂx:' !
| |
| |
| |
] ) S — |
! flx. v |
| |
VO > @« O
Je, ) f(xi, y2) Jxa, v2)

Cnuxka 1.20.



