1 l'eomeTpHjCcKa AUCKpeTHU3anyja

I'eomeTpHjcka AnCKpeTH3alMja je MPBH KOPAaK IMPWIMKOM aHanu3e OWIo KOr mpobiemMa MeToIoM
KOHa4YHUX ejeMeHarta. HaunH Ha koju hie mpobieM OWTH TeOMEeTpHjCKHU M0JIeJbeH Ha KOHAYHE EIEMEHTE yTHUe
Ha MoTpeOHe padyHapcKe pecypce, YKYIMHO BpeMe U3BpIIaBamba CHMYyJaldje, Kao M Ha CTaOMIIHOCT M TayHOCT
HYMEPHUYKOT peliema.

Hajuenthe xopumiheHn eneMeHTH 3a TpoanMeH3MOHO (3-D) reomeTpmjcko MOIEIIOBame y OKBHPY
METO/1a KOHAYHUX elleMeHaTa Cy TeTpaeaap, KBajap ¥ TpoCcTpaHa Ipu3Ma KOju Cy MpHuKazaHu Ha ciuim 1.1,
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Cnuxka 1.1. (a) Terpaenap, (0) kBagap u (B) TpocTpaHa Ipu3ma.

IenepanHo, u300p KOHAYHMX e€JEMEHATa MpPEACTaBba KOMIpPOMHUC u3Mely reomerpujcke
(IIeKCHOMITHOCTH €leMeHaTa, ca je[JHe CTpaHe, M jeJHOCTABHOCTU HMMIUICMEHTAIMje HyMEPHYKOr METo/a, ca
npyre ctpaHe. Takole, 3a oxpeheH Opoj reOMETpHjCKH jeTHOCTABHUjUX KOHAYHHX eJIeMeHara, Kao IITO Cy
TeTpaenap W KBaaap, Beh mocToje rotoBa codTBepcKa pelliermha 3a ayTOMATCKY HPOCTOPHY CETMEHTALHjy
MPOM3BOJBHUX TeoMeTpHuja. Y CIIydajy TeOMETPHUjCKH CIIOXKECHUjUX KOHAYHHX €JEMEHATa, Kaja KOMEPIH]jaTHO
JIOCTYITHA PEIICHa 3a MPOCTOPHY CErMEHTAIlM]y HE IMOCTOje, MOTPEOHO je pPa3BUTU COPTBEP O MOYETKA HIIH
TFCHEPHCATH T'EOMETPHjCKE MOJIEIIE ,,pyYHO™, Kaja je MOTpeOHO Ay0sbe pa3yMeBamke MaTEMAaTUIKUX MOJIENIa KOjU
MPENCTaBbajy BUXOBY TEOPUjCKY OCHOBY.

Kana ce Mozenyjy CTpyKType ca M3paKeHHM 3aKpHBJECHUMA, TeTpaenap, KBajap U TpOCTpaHa IpHU3Ma
00WYHO HE MIPECTaBIbajy HajOOJbN M300p. 300T CBOjUX MPaBHX UBHUIIA U PABHUX CTPAHUIIA, Y OKOJIMHU 00JacTh
ca U3PAXCHUM 3aKpUBJbEHHMA MOTPEOaH je BEUKH Opoj KOHAYHKX elneMeHarta. EneMeHTH Mory OUTH 3Ha4ajHO
MambUX JUMEH3Hja HEero IITO TO JUKTHPajy OrpaHHYeHha HyMEPHUYKOT METO/Ia — y CIIy4ajy anpoKCHMallMje 0Jba
HOJIMHOMHMA HHUCKOI pefa, Ja Ou ce JoOMIM 3a10BoJbaBajyhe TauHM pe3ynTaTH, JHHEapHE AHUMEH3Hje
KOHAYHUX eJleMeHaTa cy pefia BenuanHe A/10, rae A IpeicTaBba TalacHy MyKHHY Y OCMAaTPaHOM KOHAYHOM

enementy. Ca mnoBehameMm Opoja KOHa4HMX ejeMeHara (Bpjo Op30) pacte M mHoTpeda 3a pauyHapCKUM
pecypcuMa, a yKyIHO BpeMe U3BpIlaBamba CUMYJIalldje ce POy KaBa.

Y nopehemy ca MallOJOMEHCKUM HAYMHOM MOJEJIOBamba BEIMKAM OpOjeM eNeKTPHUYHO Mallix
KOHAaYHUX elieMeHaTa, MOJICJIOBAkhe BEIMKOJOMEHCKAM KOHAYHHM €JIEMEHTUMa ca  IOJMHOMCKOM
ampPOKCHMAIIHjOM TI0Jba BHIIET pela MoKa3aio ce Kao Bpjo edukacHo. Ha oBaj HaumH moryhe je 3HauajHO
CMamUTH peJl (PMHAIHOT CHCTeMa JIMHEapHUX jeHaYMHA, a CAaMHM TUM M I0Tpede 3a pauyHapCKUM pecypcuma
W YKyIIHO BpeMe WH3BpllaBama CHMYJaluje, y3 3aJp)aBambe HCTe (MM MOCTH3alke O00Jbe) TauyHOCTH
anpokcuManmje mosba. Moryhe je moBehatn TauHOCT M e()MKACHOCT METOJa KOHAYHUX elneMeHara y (TOTOBO)
CBHM CHUTyalHjama. YMECTO BEJIHMKOI Opoja eNeKTPUYHO MAJIMX KOHAYHHX eJIeMeHaTa ca HHUCKUM DPEelOoBHMa
TIOJIMHOMCKE aIpOKCHMalyje I110Jba, Moryhe je KOpUCTHTH Mamu Opoj eNeKTPUYHO BEIHMKHX KOHAYHUX
eleMeHaTa Ca BHCOKAM pEIOBHMa IOJMHOMCKE amNpoKCHMalje I10Jba M MAaKCUMAalHHM JIHHEAPHUM
JIMMEH3MjaMa U 10 27, . Y NMOceOHUM CUTyalMjama, Kaja ce aHaJIu3upa Jeo MPOCTopa ca MyHO CHTHHX JieTasba
u/vnu Bpio 6p3om nmpomeHoM EM mosba (Ha mpuMmep, €0 MPOCTOpa ca UBUYHUM €()EKTOM ), EJICKTPUIHO BEITUKU
KOHA4HU €JIEMEHTH Ce MOTY IIPOM3BOJBHO NMOJIENNTH Ha Behn Opoj MamuX KOHAUHUX eneMeHara. Ha oBaj HaumH
YCUTHABakheM KOHAYHHMX eJieMeHaTa caMO y KPUTHYHOM JIedy HpoOiieMa, KpUTHYHHM JIe0 ce MOelyje y
MaJIOJJOMEHCKOM 1yXy, AOK je ocraTak Moryhe MojenoBaTH Ha BEJIMKOJOMEHCKM HAa4MH 3a/pkaBajyhm cse
MIPEHOCTH KOj€ TaKaB HAYMH MOJEIOBamba HyIH.

Jla Ou ce y MOTIMYHOCTH HCKOPUCTHIJIM CBH TIOTEHIWjal BEJIMKOJOMEHCKMX KOHAYHHX eJeMeHara,
KOHA4YHH €JIEMEHTH MOpajy OWTH TeOMETpHjCcKH (ISKCUOMIHN Kako He OW JONUIO JO HUXOBOT YCHTHABambha
JUKTHPAHOT TEOMETPHjOM H 3aKpuBJbeHHMa. Kao jeman oj aTpakTHBHUX H300pa (hIeKCHOMITHIX eleMeHara, ca
(mo moTpebH) 3aKpUBIECHUM CTpPAHHIAMA, j€ YOIIITCHH HWHTEPIONAIUOHN 3aKPUBJBCHU IapaMeTapCKu
XeKcaeJap BHIIET (TCOPHjCKH MPOU3BOJEHOT) reoMeTpHjcKor pena. OBaj €IEMEHT je HPBU IMyT NPEACTaBJBCH
1988. roauue, a 1aHac ce 4eCTO KOPUCTH 3a MOJENoBame 3-D HEeM30TPONHUX U KOHTHUHYAJIHO HEXOMOTEHUX
€JIEKTPOMArHeTCKUX CTPYKTypa MPOU3BOJBHUX F€OMETPH]a.



VY HapegHUM oJeJbIMMa JaT je KpaTak ONKMC HMHTEPIOJAlMOHUX 3aKPHUBJEHHX IapaMeTapCKHX
XeKcaeJapa IMpOU3BOJFHOT TeoMeTpHjcKor pexa. OmrcaHe ¢y OCHOBHE T€OMETPHjCKE W MaTeMaTHUKe pellarije
HEOITXOHE 33 MMIUIEMEHTALH]Y XeKCaeHapCKHX eJieMeHaTa y METOly KOHAYHUX eJeMeHaTa BUILET pela.

1.1 HHmepnoaayuoHu 3aKpue/beHU napamemapckKu Xxekcaedap
guulez zeomempujckoz peda

Vommrenu xekcaemap oapehen je momohy Q° = (1+K{)(1+K¢)(1+K;,) uHTeprmonamuoHux Tauaka

e e e : :
pou3BoJbHO pacnopehenux y mpocropy, npu uemy K, K, K, =1 npeacrasibajy reoMmeTpujcke peioBe e-Tor
KOHAYHOT eJIEMEeHTa y OAToBapajyimM mpaBIHMa JOKATHOT KOOPAMHATHOT CHCTeMa. AHAIWTHYKH, OBaj
XeKcaeap OIMCAH je& peltariijoM

Q° Ki K¢ Kg
r(u,v,w) =Z:ri LFU'KV'KW (u,v,w) =ZZZrmn,umv”w', —-1<u,v,w<1, (1.1)
i=1 m=0n=0 1=0
. e . . Ke’Ke’Ke
rae I; (i=1..,Q") npencrasbajy BEKTOpE MOJIOXaja HHTEPIONALMOHUX YBOPOBa a Li'"V'"™% cy (TpOCTPYKH)

HHTepIojanonn mojauHoMu Jlarpamkoor tuma (Lagrange interpolation polynomials). OBu mnonuHOME
. o KEKEKE .
3a70B0sbaBajy penamujy L™ (U, vy, W) =6;j, mpu uemy cy Uj, V; u W; mapameTapcke KOOpIHMHATE j-Te
1 i=j )
MHTEPIONIAIMOHE TauKe, a Ojj = 0 iz npencraiba KponekepoBy nenra ¢yHkiujy. KoHcTaHTHH BeKTOpH
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Honoxaja Iy, MOTY ce OApeANTH Tonasehu o BeKTopa I, a UMITIEMEHTAaIja TIOMOhy BHX MOTofHa je 360T
Behe edukacHocTn pauyHapckor mnporpama. Jemnauumna (1.1) mpencraBba mpeciUKaBame (MamUparbe)
POIUTE/LCKOT €JIEMEHTa, Yy HallleM ClIydYajy jeAWHHYHEe KOIKe Koja 3ay3mma —1<u,v,w<1l nmeo u-v-w
NPOCTOpa, y 3aKPHBJbEHH IapamMeTapcku xekcaenap y JlexaptoBom X-Y-Z mpocropy. OBo mpecivKaBame
WIYyCTpOBaHO je Ha ciuim 1.2. Y anropurMuMa y OKBHPY MeToJa KOHAayHMX eJjeMeHara Hajuemihe ce
KOMIIOHCHTE CBHX BEKTOpA HPEACTaBIbajy moMohy JlekapToBuX KOMIOHEHTH [Ha mpumep, I =(X;, Vi, z)], a
POAUTEIBCKHU CIEMEHTH y U-V-W TIPOCTOP KOPHCTE ce Pald jeIHOCTAaBHHUje (pauyHApCKe) MMIUIEMEHTALHje y
Clly4ajy NPOM3BOJBHUX eJIeMEHaTa. JeJIHOM Pa3BHjeHOM pauyHapCKOM PYTHHOM 3a POAUTEJHCKE eJIEeMEHTE MOTY
ce BPLIMTH IPOPAYyYHU Y OKBHPY NPOU3BOJPHUX KOHAUYHHX elIeMEHATa.

Cnuka 1.2, Unycrpanyja npecinkaBama POJUTEbCKE jeIMHUYHE KOIKE Y 3aKPUBJbEHU TaPaMeTapCKu
xekcaezap onucano jeqaaunaom (1.1).

1.2 HHmepnoaayuoHu noauHomu JlazpaHuiycogoz muna

TTpUIIMKOM KOHCTPYHCaEha TPOCTPYKOT (TPOAUMEH3UOHOT) JIarpaHKoBOT HHTEPIIONALMOHOT TTIOJMHOMA

KEKEKE . .

Liv ™ (u,v, W), HeomxomHor 3a mpecinukaBame (1.1), momasm ce onx jemHOCTPYKOr (jeIHOAMMEH3HOHOT)
K e

JlarpamxoBor MHTEpHOIauoHor mojuaoma L' (u), m=0,.., K;, nepunncanor Hag momeHom —-1<u<1.

e
JlarpaH>KOoB MHTEPIOJIALIMOHN TTOJIMHOM Lﬁ“ (u) je mommom K¢ -Tor pema mo U, jelMHHMYHE BPEIHOCTH Y



UHTEPIIONAMOHO] TaukK U ¥ HyJITe BPEIHOCTH y CBUM OCTaJMM MHTEPIONAHOHUM Tadkama. MaTeMaTu4Kky,

OIIMCaH je pearijom

(U=Up)(U —=Up).e.(U = Upy g J(U = Upyy)- (U= U ) Kiu— uj .
R , m=0,..K¢, (1.2
(um _UO)(um _ul)---(um _um—l)(um _um+1)---(um _qu) j=0 Un _uj

Lyt (u) =

rae U; (j=0,.., K¢) mpencraBmajy MHTEproNanuoHe Tadke y omcery —l<u<1. V ciaydajy yEE(OpPMHO
pactiopeeHuX MHTEPIIOIAIIMOHNX Tayaka, BbUXOBE KOOpIAMHATE o/ipel)eHe Cy jeTHOCTaBHOM peJanijoM
2j-KS . e
Uj :Tu, J:O, ey KU' (13)
u

Ha cnmmm 1.3 mpukazanu cy (jemHocTpyku) JlarpamyKoBH HHTEPIIONAIIMOHH TIOJIWHOMHU IIETOT pena
(K¢ =5). Taukama cy TpuKka3aHe KapaKTepPHCTHYHE BPETHOCTH y MHTEPIIONAIMOHMM Tadkama. IIpom3BosbHA

(xkoHTHHYanmHa) (QYHKOMja MOXE Cc€ AaNpOKCHMHpPATH JIMHEapHOM KoMOwHammjoMm JlarpamxoBux
MHTEPIIOJALMOHUX MOJIMHOMA, NpPU YeMy Koe(HUIMjeHTH Yy JIMHEapHOM pa3Bojy OAroBapajy BpeIHOCTH
¢byHKIMje y oAroBapajyhuM HHTEPIONAMOHUM TayKama.
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Cmuka 1.3. Jennoctpyku JlarpankoBH HHTEPIIONAIMORY TOMHHOMH TieTor pena (K =5).

Tpoctpyku JlarpamkOBH WHTEPIIOJNANMOHK TIOJMHOMH JTOOMjajy €€ MHOXEHEM jeIHOCTPYKHX
Jlarpamx0BHUX HHTEPIIOJIAIMOHMX MOJMHOMA 3a CBAaKH OJ1 IMpaBana U-V-W TIpocTopa. MareMaTH4KH, OTIHCaHH
Cy penaiujom

LI KK (v, w) = LR Ko g v, w) = LR ) LY (v) LR w), 1<i<Q°, (1.4)

mpu  wemy je i=1+m+nl+K)+IQ+K)A+KS), 0<m<KS, 0<n<K{, O0<I<K{ u
Q% =L+ KJ)L+KHA+KS) .
[IpocTopre (TpocTpyke) QyHKIMjEe HUje JIaKO TpadUUIKU MpEACTaBUTH, Na je 300r Tora Ha ciuuu 1.4

npHKa3aH ABOCTPYKH JIarpamkoB WHTEpNONAMOHM TonmHoM 3a M=2, n=3, K{=4 u K{=5, a

KOOpAMHATHE U-V JIMHHUje OArOBapajy MHTEPIOJIAIMOHUM Tadkama. J[BOCTpYKHM MHTEPHONaluoHU JlarpaHxos
MoJMHOM JeduHuie ce aHanorHo kao y (1.4), mpu yemy yMecTo NMpOM3BOJA TPU jeAHOCTpyKa Jlarpamkosa
HMHTEPIOIaMOHA TIOIMHOMAa MMaMO TIPOM3BOJ Ba jeAHOCTpyKa JlarpaH:koBa HHTEPIOIALNOHA TIOTHHOMA.
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Cnuka 1.4. JIBoctpyku JlarpasoB HHTEPIOIANNOHN TOJIHMHOM (TOpH-a CIIFKA) ¥ FeroBa MpojeKnrja y

U-V paBHH (Oma ciuKa)3a M=2, n=23, KS =4 u Kf =5.

1.3 Bekmopcka as2e6pa u aHaau3d y yonuimeHom 3aKpue./beHOM
KOOpOUHAMHOM cucmemy

1.3.1 [IpumMmapHHU ¥ peUIIPOYHU BEKTOpH

JenHa oJ1 3Ha4ajHUjHUX MOTOJHOCTH BEKTOPCKE aHAJIM3€ je INTO OOJMK jeJHaYMHA 3alMCaHuX MoMohy
oreparopa MPOCTOPHUX HM3BOJAa HE 3aBHCH O] n300pa KOOPAHHATHOT cucTeMa. Tako u OOJHMK jeMHaYnHA KOje
onucyjy (eIeKTPOMAarHeTCKO) MoJbe, MpUMepa paau MakcBenoBe jeaHaunHe y au)epeHIUjaTHOM O0JIHKY, HE
3aBHCH 01 M300pa (KOHKPETHOT) KOOpAMHATHOT cuctema. Ca JApyre cTpaHe, IPUINKOM KOHKPETHHX MPOpavyHa,
BEKTOpPCKa IM0Jba MPEICTaBJbajy ce MOMONYy CBOjUX KOMIIOHEHTH (CKaiapa), Tj. MpojeKiidja y OJHOCY Ha
onpehene Bektope 0ase mpocTopa. Y Ciydajy CTaHAApAHHX KOOPIMHATHHX CHCTeMa, M300p BekTopa Gase
MpocTopa je MpaBOJMHHjCKA M ouwrienaH (Ha mpumep, y ciydajy JlekapToBOr KOOpPIMHATHOT CHCTEMa
BEKTOPCKY 0asy mpocTopa YnHe OpToBM Iy, Iy W i,). V clydajy yommTeHHX 3aKPMBJBEHHX KOODJIMHATHHX
cuCTeMa, NPUMApHU ¥ PELUUIPOYHH BEKTOPU MOTY YHMHHTH 0a3y MpocTopa, a JAeTajbh y Be3d ca buMa
NPUKA3aHUA Cy Y HACTABKY. Y OIIUTEHH 3aKPUBJHECHH KOOPIUHATHH CHCTEMH HEONXOIHH Cy 3a Ae(hHHHCAmE H

MMIUIEMCHTAIM]y YONINTCHUX 3aKPUBJBCHUX IMapaMeTapCKUX XeKcaenapa Koju he OWUTH MpHKa3aHH U KpO3
HEKOJIMKO MpUMepa KacHHje.

[MocMaTpajMo TpH HE3aBHCHE, KOHTHHYAITHE U jeIHO3HAYHe QyHKIHje JlekapToBUX KoopanHATa X, Y
uz

u=f(x,y,2), v=fy(x,y,2) u w=f3(x,y,2), (1.5)

Koje mpeciukaBajy tauky B(X,Y,z) JlekaproBor KOOpAMHATHOT cHcTeMa y oiroBapajyhy tauky A(U,V,W)
U-v-w xoopaunatHor cuctema. Cucrem jennaunna (1.5) moxe ce pemmt mo X, Y u Z. Heka cy Tako

HoBOmOOMjeHe Qyukmuje w3 (1.6) Takolje KOHTHHyanHe, He3aBHCHEe H jeqHo3HauHe. OBe ¢yHKIHje
npecinKaBajy Tadyky A U3 U-V-W KOOpPAMHATHOT cHcTeMa y oaroBapajyhy tauky B y [lekaproBom
KOOPAMHATHOM CUCTEMY Kao



X=0,(U,V,W), y=d(u,v,W) n Z=¢3(U,v,W) . (1.6)
[TpomensbHBE U, VM W Ha3HBajy ce YOIIUTSHUM (WU 3aKPUBJHEHUM) KOOPIHHATAMA, a YECTO CE y JINTEpaTypH
paau Jakmie MaHUMyNaldje 3alucyjy y WHAEKCHO] HOTauWju (Ha IpuUMep, Kao o mm Kao ui). Mu hemo
YOTIITEHe KOOpAMHATE y HMHAEKCHOj HOTalMju oOenexkaBaheMo Kao q, (1=12,3). KoHKpeTHO, y Hamiem

ciy4ajy ql =u, q2 =V u q3 =W. [IpecnukaBame m3mel)y oBa JBa KOOpPAWHATHA CHCTEMa HIyCTPOBAHO j& HA
cimi 1.5.

x=¢,(t,vw)

y=b,(u,v,w)
z=¢,(u,v,w) -‘
>

u=f(xyz)
v=f,(x,3,2)

Nﬂ
/ X Y
w=£(x..2)

Cmuxka 1.5. Unycrpanuja npecirkaBama m3Mel)y JlekapToBOT U yOIIITEHOT 3aKPHUBILEHOT
KOOPJMHATHOT CHCTEMA.

Kpo3 Tauky B yommreHor U-V-W KOOpPIMHATHOT CHUCTEMa IIpoJia3e TPU KOOPAMHATHE MOBPLIN
KOjUMa OJroBapa jelHa KOHCTaHTHA yommTeHa koopauHata (U =const, v=const omgHocHo W =CONSt).
Takolhe, kpo3 Tauky B mpomasze Tpu KoopIMHaTHe JHMHHjE KOjUMAa OArOBapajy OBE KOHCTAHTHE YOIIITCHE
KOOpAMHATE U jeJJHA MPOMEHJbHBA YOIILITeHa KOOpArHAaTa (Ha mpumMep, U # CONst, v=const u w=const).

Heka Bextop I =r(X,Y,Z) mpeacraBjba BEKTOp IoJokaja Tauke B y omHOocy Ha mpOM3BOJBAH
KoopauHaTHH Todetrak O, a Heka je p=p(U,V,W) oarosapajyhu BekTOp moiiokaja Tauke A y OfHOCY Ha
koopauHaTHU noyetak O’. KomroHeHTe BekTopa mosnoxkaja I u p moBe3aHe cy Tpancdopmanujama (1.5) u
(1.6). Tanma ce BekTOp MoJIOXKaja I MOXKe MPEACTABUTH Y PYHKIMjH YOIIITEHUX KOOPAUHATA

r=r(xy,z)=xi,+Vyiy,+zi, =¢;(U,v,W)i, +¢,(u,v,w)i, +o3(u,v,w)i, =r(u,v,w). 1.7
[pupamTaj BekTopa moyoxkaja I yclen eneMeHTapHOT ToMepaja AyK (YOIIITeHNXK) KOOPIMHATHIX JINHIja je

dr(u,v,w)zﬂdu+ﬂdv+ﬂdw, (1.8)
aou ov ow

a oarosapajyhu npupaiutaj Bekropa p je dp .

IMonasehu ox (1.8), mpupariraj BeKTOpa I MOXE Ce HAITUCATH U Y OOJIHUKY

3
dr:Zaidq' =a,du+a,dv+a,dw, (1.9)

i=1

MpH YEMY CE€ BEKTOPHU
or or or
a =S a=-Lya =L 1.10
u au v 8V w 6W ( )
. or . .
Ha3MBajy MPUMapHH BEKTOPHU U JIepUHUCAHH Cy Kao a; = F , 1=12,3.Y namewm cnyyajy a; = a,, dp=a, u
q

dz; =a,,. OBu BexkTOpH MOTy Ja MNpe]CTaBbajy jeHy o 0a3a yONIUTEHOr 3aKPUBJHEHOT KOOPAMHATHOT



cHcTeMa’, a bHXOB IIPaBall TAHTCHTAH je Ha oxroBapajyhe yommTene koopauHatHe TuHEje. CMep UM je y cMepy
MOpacTa yONIITEHUX KOOPHHATA.

IpousBosban BekTOp F cama ce Moke mpeacTaBUTH MOMONy MPHMAapHHUX BEKTOpa KOjH YdHE 0a3y
pOCTOpa Kao

3
i u v w
F=ZFai=F a,+F'a, +F"a,, (1.11)
i-1

mpu wemy ce F', i=123, 1. F', F' u F" nasuBajy xonTpaBapmjaHTHHM KOMIIOHeHTaMa BekTopa F y

U-V-W KOOPJMHATHOM CHCTEMY.
ITocMaTpajMo cajia eneMeHTapHy 3allPEMHUHY y U-V-W KOOPJMHATHOM CHUCTEMY (EJ€MEHTapHU KBajap
nyxuHa uBuna du, dv u dw) u oxrosapajyhm sakpupibeHM mapanenenuiesn y JlekapTOBOM KOOPAMHATHOM
cucTeMy (mykuHa mBHua |a,|du, |a,|dv u |a,|dw). OxHoc muxoBux 3ampemuna je (e ysumajyhu sHak y

0063up, Tj. MOJ MPETIOCTABKOM J]a TPUMapHHU BEKTOPH d,,, &, U a,, YMHE TpHeaap AECHE OPHjeHTAIH]€)

3= a,du-(a,dvxa,dw) _

dudvdw (1.12)
=a, '(av ><aw) =a, ’(awxau):aw '(au ><av)r

npu 4eMy J yjeoHO IpescTaBjba M jakoOWjaH (IeTepMHHAHTy JakoOwjeBe marpuie) U-V-W KOOPAWHATHOT
cucrema. Cana je moryhe neduHucaTH TpU HOBA BEKTOPA KOjH YMHE HOBY 0a3y mpocTopa Kao

u

1 1 1
a’=Ja,xa,, avzjawxau u awzjauxa\,. (1.13)

Bektopu a", a’ u a“ HasuBajy ce pemmMmpouHH BEKTOpH, YNpaBHH Cy Ha ojroBapajyhe yommTeHe

KOOpAMHATHE TOBPIIH U 337[0BOJHABA]Y PEIIallH]y

a-al =g, i,j=123, (1.14)

IpU YeMy je y HalleM Clydajy al=a", a’?=a" u a*=a", a djj je Kpomekeposa nenra dynkuuja.
IMpou3Bospau BekTop F Moske ce cana mpeacTaBuTu U moMohy PEelUIPOYHIX BEKTOpa Kao
3
F=) Ra'=Fa'+Fa’'+Fa", (1.15)
i=1
npu uemy ce F, 1=123,1. F,, F, u F, HasuBajy koBapujaHTHUM KOMIIOHEHTaMa BekTopa F y U-v-w
KOODIMHATHOM CHCTeMY, a Ha ocHoBY (1.14) oapelyjy ce kao

F,=F-a,, F,=F-a,u F,=F-a,. (1.16)
Taxolje, na ocoBy (1.14), koHTpaBapujaHTHe KOMIOHEHTe BekTopa F ompelyjy ce kao
F'=F-a", F'=F-a"u F¥=F-a". (1.17)

Awnarnorso, nonazehu of (1.12) u (1.13), npumMapHu BEKTOPU MOTY Ce M3pa3UTH TOMONY PErMIPOYHIX
BEKTOpa Kao

a,=J@"xa"), a,=J@"xa") ua,=J@"xa"). (1.18)

BaxxHO je HAMOMEHYTH M TO Ja je JCKIapHCame BEKTOpPa Kao MPUMApPHHUX M PEIHUIPOYHHX MOTIYHO
MPOW3BOJBHO. 3a jeflaH CKyNm MPUMapHUX M PEIUIPOYHHX BEKTOpA, MOCTOjH APYTH CKYI TPHUMAPHHAX M
PEIUIIPOYHNX BEKTOPA, MIPH YeMy Cy MPUMapHH BEKTOPH MPBOT CKyINa PELHIPOYHHA BEKTOPH APYTOT CKyNa W
o6puyto. Ca apyre crpaHe, Kaja je jeqHoM fato npeciukaBame (1.6) momohy mera cy oapeleHn mpumapHu
PELUIIPOYHN BEKTOpHU mpBor ckyna u3pasuma (1.7), (1.10), (1.12) u (1.13). Jda 6u ce ogpenuna Be3a usmelhy
NOPUMapHAX M PELMIPOYHUX BEKTOpa MPBOI CKyNa M NPUMAapHUX W PEUUIPOYHHX BEKTOpa APYror CKyma,

IOTPeGHO je OpeuTH ApYrH cKyl QyHKIHja npecankasama (y,, y, # Y3 ymecro f, f, u f3),

! BakHO je HANMOMEHYTH Ja IPUMAapHH BEKTOPH HE MOpajy OWTH jeIMHHMYHE AyXnHE H MelycoGHO
yrpasau. Y 3aBucHOCTH 01 Tpancdopmarmja (1.5) u (1.6) He Mopajy yak OWTH HHM HCTHUX IMMEH3HMja y IBa
KOOpAMHATHA cHCTeMa (Ha mpUMep, BEKTopu OF/Op u Or/00 y chepHOM KOOPAMHATHOM CHCTEMY Cy

AMMEH3Hje Iy)KUHe, a y JlekapTOBOM KOOPINHATHOM cucTeMy OF/OX je 6e3 mumensuje).



X=7,(U,V,W), y=y,(U,v,w) u Z=y3(U,V,w), (1.19)
TaKo Ja MPUMapHH BEKTOPU APYror CKyna Oyly jeAHaKH PeLUIIPOYHUM BEKTOpHUMa HpBOT ckyma. OBO 3axTeBa
pellIaBam-e CIO0KEHHX cHCTeMa NU(MEpeHIHjalHUX jefHaunHa (II0 v, Y, H Y3). Y OIIITEM CIydajy OBaj CUCTEM
jeAHauYMHA HE MOpa MMaTH pPelleHEe Yy 3aTBOPEHOM OOJINKY.

1.3.2 'paagmjeHT, fUBEpreHLyja U poTop
IMocmarpajmo ckanapuy Gyukiumjy f u Bexkropeky dyukumjy F . Heka je mpocTopHa 3aBUCHOCT OBHX
¢yHKIHja nu3pakeHa moMoly KOHTpaBapHjaHTHHX KOMITOHEHTH BEKTOpa TOJoXkaja (Tj. MoMONy YOINIITEHIX
KoopauHaTa U, V U W), u Heka cy dyHkuuje 3amucane y obmuky f =f(u,v,w) u F=F(u,v,w). Tana je
3TOJIHO TNPOCTOpPHE W3BOJE (TpajaujeHT, AMBEPIeHIHM]y M POTOP) NPEICTaBUTH y OONMKY ca HaplyjaTHUM
M3BOAMMA IO YOITIITEHUM KOOpAUHATaMa U, V U W.
I'paaujent ckamapue ¢QyHkuuje f y yommuTeHOM 3aKpHBIBEHOM KOOPIMHATHOM CHCTEMY MOXKE Ce
OJpEeIUTH Kao
3
i of of of
\Y%i =Za'i:—a“+—a"+—aw, (1.20)
~ 59" ou ov ow
mpuuemyje - =u, g’ =vung®=w,aal=a", a’=a’ n a®=a".
JluBeprennmja BeKTopcke GyHKIMje F y yonmTeHOM 3aKpHBIHEHOM KOOPAWHATHOM CHCTEMY MOXKE ce
OJpeIUTH Kao

S 1Z3:a(J F)_1falFe), oo F), oo F"")} w2
q' J

—~ 5 I< o ou ov ow

npu Yemy je J jakoOWjaH y U-V-W KOOpAMHATHOM cucTeMy aedunucan y (1.12).

Porop Bektopcke ¢yHkuuje F y yonmTeHOM 3aKpHBJHEHOM KOOPJMHATHOM CHCTEMY MOXE ce
OJpPEeIUTH Kao

3 a ay Ay
i oF 1
VxF=Ya'x—="|g/ou ofov ofow=
. oq' J
i1 F, F, F

Vv w
oF,
_L[(2Ry R, (R _OR), (R, 3R ]
JiLov  ow ow  du ou  ov
[TpuinkoM BEKTOPCKE aHANM3€ Y YOIILITEHOM 3aKPHUBJBEHOM KOOPJIMHATHOM CHCTEMY, MPOM3BOJbHA
BEKTOpCcKa (GyHKIMje F Moxke ce MOTIyHO PaBHOINPABHO MPEICTABUTH MOMONY KOHTpaBapHjaHTHUX IPOjeKIHja

U mpuMmapHux Bektopa kao y (1.11) wim momohy KOBapHjaHTHHX MPOjeKIMja M PEIHIPOYHAX BEKTOPa Kao y
(1.15).

IMocmatpajMo cana, 3a moveTak, mocebaH ciydaj y KoMme je Bekropcka ¢yakumja F=F(U,Vv, W)

(1.22)

M3pakeHa MOMONy KOHTpaBapHUjaHTHHX TPOjeKija M mpuMapHuX BekTopa [kao y (1.11)]. Heka Ham je on
3HaYaja Ja oApeauMo ieH poTop. a Gucmo mornu ga xopuctumo u3pa3 (1.22) 3a oapehuBame potopa,

notpe6ro je mahu Besy usmely komrpasapujantanx (F', F' u F") u xosapujantuux (F,, F, u F,)
komrioHeHTH (yHkuuje F y 3arBopeHom (anamutuukom) o6amky. To mojpa3symeBa pelnaBame cUCTEMA

nudepeHnrjarTHuX jeJHavYnHa, [ITO MOXKe OMTH aHATUTHYKU BPJIO 3aXTEBHO. Y OMIITEM CIy4ajy OBaj CHCTEM
TudepeHIjaTHiX jeJHaYMHa YaK HU HE MOpa WMaTH aHaJIMTHYKO (3aTBOpeHO) pememe. Jlo Beze m3mehy
xontpasapujantanx (F', F' u F") u xoBapujanTHIX (R, F, 1 F,) npojexuuja dyrkumje F ce (Tana)
MoOke JohM M HyMEpHUKHM pelIaBameM cHcTeMa IudepeHIMjaTHuX jenHadnHa. Hymepwuko pemaBame
cucreMa TudepeHINjaTHuX jeJHaYMHa MOKe ONTH BPIJIO 3aXTEBHO Ca CTAHOBHUINTA PAdyHAPCKUX pecypca M Mo
MIpaBUITy yHOCH onpel)eHy (HyMepHUKy I'peliKy), fla ra je mokeJpHo n3behn kazg rof je To moryhe. JIpyru HaunH
3a MMpopayyH poropa OMO OWM 3aMeHa MapuujalHuX n3BoAa y m3pasy (1.22) KOHAYHHM pa3jnKaMa, a 3aTuM
BUXOB HyMEepHWYKH TpopadyH. [Ipema Tome, 3akbydyjeMo aa je, Kaja ToJl je MOTPeOHO OAPEAWTH POTOP
BEKTOpCKe (YHKIMje n3pakeHe momohy U, V M W KOOpJIMHATa, MOrOAHO (DYHKLHMjY NMPEACTaBUTH Y OOJIUKY
(1.15), T1j. momohly peIMIPOYHNX BEKTOPa W KOBAPHjAHTHUX KOMIIOHEHTH. AHAIOTHAM PE30HOBAHEM
3aKJbYYyjeMO J1a je, KaJ| TO[ je MOTpeOHO OAPEeIUTH AUBEPTEHIIN]Y BEKTOpCKe (QyHKIHje u3pakeHe momohy U, v



H W KOOpIWHATa, MOTOMHO (GYHKUIHW]y mpencTtaBuTH y obmmky (1.11), Tj. momohy mpmmapHHX BeKTOpa U
KOHTpPaBapHjaHTHHUX MPOjeKLHja.

14 BeK'mOPCK'a aﬂee6pa U aHa.au3za 3a yonuimeHe 3aKpues,/oeHe
napamemapcke xeKcaeape ./ICIZpClHJfCOBOZ muna

BekTopcka anrebpa v aHanmi3a 3a YOIIITCHU 3aKPHBJHCHH KOOPIMHATHU CHCTEM, M3JIOKCHE N0 caa,
Baxe y ommreM cimyuajy. Dymknuje npecnukaBama [ f;, f,, fi, ¢, 0, U ¢3 y uspasuma (1.5) u (1.6)]
u3Mel)y yommreHor U-vV-wW ¥ J[eKapTOBOT KOOPAWHATHOT CHCTEMa MOTY IONPHMHTH IIPOU3BOJbAH O0IHK. Y

MOCeOHOM CiTy4ajy, KajJa je TO MpeciuKaBambe Omucano JlarpamKoBHM WHTEPIIOIANHOHAM MOJIHHOMUMA Kao Y
(1.1), BehuHa u3pa3za MOKe ce 0jeAHOCTABHUTH.

V ciydajy yonmuTeHUX 3aKpHMBJbEHUX IapaMETapCcKUX XeKcaenapa, MPUMapHU BEKTOp @, oapebyje ce
3ameHom (1.1) y (1.10)

K KEKE
oL v (u,v,w
a, = Zr LK K K (u,v,w) = Zr ( ) (1.23)
6u au = ou
Bekropn monoxaja HHTEPIIONAMOHNX YBopoBa I, i=1..., Q°, KoHCTaHTHH Cy 1 Ha BUX MapIHjaTHAd H3BOJ

(mo yommTenoj koopauHatH U) He genyje. Ha ocmoBy (1.4) u (1.2) oapehyjeMo mnaprmjaniHu HM3BOJ
Jlarpamx0BHUX HHTEPIONANHOHHUX TIOJIHOMA

ALK KEK (4, v, w) aLﬁue (u)

LY (V) LK% (w) 1 1.24
T T WL (w) (1.24)
g JOU —Uj
LK (u) Ke o, 20
= L% (u) . (1.25)
Zu T S
k¢m k=m

3amenom (1.24) u (1.25) y (1.23) gomasumo m0 (MHANHOT M3pa3a 3a MPUMApHU BEKTOP 8, Y YOIIITEHOM
3aKPUBJHECHOM I1apaMeTapcKoM Xekcaeapy JlarpankoBor THra

Q° Ke . .
= Z f —aL'g W) Ly (VL™ (w) . (1.26)
i=1 u

AHaJIOTHUM TIOCTYTIKOM Moryhe je oapenuTn u ocTana [Ba MpHMapHa BekTopa a, u a,,. Caga ce Ha OCHOBY
uzpasa (1.12) oapeljyje jakoOujan 3a U-V-W KOOpJMHATHU CHCTEM, a Ha OCHOBY m3pasa (1.13) u perunpounu
BEKTOPH.

BaxxHo je HaNOMEHYTH Jia, HaKO je IPOCTOPHA 3aBUCHOCT CBHX BEKTOpa Y YOIILITCHUM 3aKPHUBJHCHUM
napaMeTapcKuM XeKcaeApuMa M3paxkeHa Yy QyHKIMjU YyONMUTeHUX (Tj. JOKaJIHUX U, V © W) KOOpAWHATA, CBH
BEKTOpU MOTY Jia ce TpeJcTaBe oMohy cBojux JlekapTOBUX KOMIIOHEHTH, Tj. MOTY Jia C€ 3aluily y OOJHUKY

r=0%Y2), a,=(a,xa,y,8,,) u a"=(ay,ay,a;), 1 aHanoruo 3a ocraine sekrope. OBO je OUMIIETHO

Ha ocHOBY (1.26): axo cy BekTOpH I; M3pakeHH oMolly cBojuX JleKapTOBHX KOMIIOHEHTH M BeKTOp &, he 6utu

n3paxeH TMoMohy cBojux JlekapToBux KoMIoHeHTH. Ha oBaj HaumH Moryhe je NpUIMKOM MaHHITyJaIldje
BEKTOpMMa KOPHCTUTH (IIO3HATE M jeTHOCTaBHE) U3pa3e BEKTOPCKe anredpe 3a JlekapToB KOOPANHATHU CHCTEM.
Ha npumep 3a cabupame, ckalapHO MHOXCHE U BEKTOPCKO MHOXKEEE (OHIIO K0ja) IBa BEKTOpa, hopMmyJe cy

a,-a’' =a,,a, +a, ay+a,,8, " (1.28)
N P

a,xa’ =la,x &,y A, (1.29)
a, a, a



npu yemy ¢y Iy, Iy U i, oproBu [leKapToBOr KOOPAMHATHOI CHCTEMA. AHAIOTHU M3pa3y BaXe M 32 OCTalle

BEKTOpCKe KoMOUHAIHMje [Ha MpUMep, MENTOBUTH TIPOU3BOJI TpU BekTopa a,, - (a, xa") ].

1.5 IIlpumepu  ynompebe  yonuwimeHo2 3aKpue/beHo2
napamemapckoe xekcaedpa JlazpaHiyicoeoz muna

Y o0oBOM OfEJbKY IPHKa3aHO jeé HEKOJIMKO IpHMepa YHOTpede YONIITEHOI HHTEPIOJIAIIMOHOT
3aKpUBJBCHOT TTAPaMETapCKOT XeKcaeapa 3a MOJENOBame pasnnduThx obmmka. OBM mpumepn Tpebaio Ou nma
WIYCTPY]y TEOMETPHjCKy (HIEKCHOMIHOCT OBAaKBHX €JEMEHAaTa, OJHOCHO HHXOBY CIIOCOOHOCT Jla PEJIATHBHO
CIIOKEHE CTPYKTYpe PEIaTHBHO TA4HO MOJENyjy momohy mainor Opoja KoHauHHX eleMeHaTa. Kama ce oBakBH
KOHAYHHU eJIeMEHTH ymape ca (yHKOHjama Oa3mca BHIIET pefa, HoOWja ce MeToJ KOHAaYHHX eJeMEHaTa KOju
MOJKe OUTH BpIIo ehuKacaH.

Kao npeu npumep, Ha cauiu 1.6 mpukasaH je mapaneienunen AepuHHUCAaH MoMohy BekTopa a=i,,

b=i,+i, u c=i,+i,. OBaj napanenenurea oNkcaH je reOMETPHjCKU Er3aKTHO MOMONY jeTHOr KOHAYHOT
enemenTa npBor reomerpujckor pena (KS = K¢ =K{, =1) koju je npukazan nHa ciumu 1.6(6). 3a nedpunurujy

KOHAUHOT eJleMEeHTa HpBor pexa, mpema dopmymu (1.1), motpe6ro je Q° =8 wuHTepmonamMOHMX Tayaka.
HuTeprnonanMone Tayke KoOje OMMCYjy IIOCMAaTpaHd Mapajesenune] Npuka3aHe cy Ha ciuiy 1.6(a), a
KOOpAMHATE THX HHTEPNONAIMOHMX Tadaka JeduHHMCAHE Cy Bekrtopuma I, y dopmymn (1.1). Pamm
MPETJICAHOCTH U 00Jbe OpHjCHTAIMjC, OBE UHTEPIIOJIAI[MOHE TauKe MpUKa3aHe ¢y U Ha ciauim 1.6(0) 3ajeqHo ca
MoCMaTpaHUM eJieMEHTOM (TapaienenunesioM). Y OJHOCY Ha KBajap, Napaliesielumne]] MpeicTaBba HELITO
reomeTpujcku (aekcnOmwiHuju eneMent. [lapanenenumnen uma paBHe CTpaHHILE, a ABE HACIPaMHE CTPAHULE Cy
napajenHe. Y mpuMepHMa y KojuMma je moTpeOHa He3HaTHO Beha (uieKCHOMIIHOCT MOJEIOBama y OJHOCY Ha
KBaJap, KOHAYHU CJIEMCHT IPUKa3aH Ha CIUIH 1.6(0) MOXke OUTH O KOPUCTH.

(©)

Cinuxa 1.6. Tapanenenunen, K§ = K{ =K§ =1, Q°=8.

Kao cnenehn npumep, Ha cnvnm 1.7 npukasaH je yOoNnITeHH TPHIMHEApHH Xekcaenap. OBaKkaB €l1eMEHT
y CBAaKOM O]l TPH TIPaBlia KOPUCTH JIMHEApHY reomMeTpujcky anpokcumainjy ( K = K¢ = K, =1), onakne my u
norude HasuB (TpwiuHeapHu). Ha cnwnm 1.7(a) mpukaszaH je mono)kaj WHTEPIIOJAMOHMX Tadaka, a Ha
cmumm 1.7(0) 1 W3rien caMor eneMeHTa. 3a Pa3yiuKy OJ MPETXOJHOT Cllydaja, MHTEPIOJAMOHE TadyKe Koje
MIPUIIAAajy jeHO] CTPAaHUIM HE MOpAjy JEKaTH y jeAHO] paBHH, Beh Mory OMTH NMpOHM3BOJEHO pacmopeleHe y

2 . . . .
npoctopy”. Y OIHOCY Ha IPETXOJHHM CIy4aj, OBaKaB EJIEMEHT moceayje 3HauajHo Behy reomerpujcky

(pTeKCHOMITHOCT, TPH dYeMy My CJIOXeHOocT Huje mnosehama (M name je nedummcan momohy Q° =8
MHTEPIOIANMOHNX Tayaka). OBakaB €JIEMEHT MOXKE CE€ CXBATHTHU Kao nobap KoMmmpomuc u3mel)y reoMeTpujcke

2 HapaBHo, MOTPeGHO je BOXMTH padyHa Ja CBE MHTEPIIOJAIHOHE Tauke Oyy pacriopeljeHe Tako ja ce
JIBE CTpaHUIle XeKcaeIpa He mpeceky MelyycoOHo.



(IIeKCHOMITHOCTH, Ca jeIHE CTpaHe, W CIO0XKEHOCTH, ca npyre crpaHe. CTpaHHIE OBaKBOT eJIEMEHTa Cy
OWIHEapHe TTOBPIIH.

LAY

N

©)
Cnuka 1.7. Tpununeapuu xekcaenap, K =K =Ky =1, Q°=8.

Ha cnmmm 1.8 mpukaszana je reoMeTpHjcKa alpoKCHMaIiija Bajbka ToMohy jeTHOT KOHAYHOT eJIeMEHTA.
ITomTo ce omoTau BaJbka MOXKe JOOMTH NOMOhy reHepaTpuce Koja je Ipasa JHMHHUja, 32 MOJEIOBAKBE BaJbka
MIOMOhyY YOIIITEHOr MapaMeTapcKor XeKcaeapa J0BOJbAH je MPBU F€OMETPUjCKH Pell eJIeMEHTa Y TOM IIPaBIly,
KOHKPETHO y HpaBlly Z-oce Ha caunu 1.8 kojoj oxrosapa W-oca POJUTEIECKOT KOOPIMHATHOT CHCTEMA

(K¢ =1). KpyXHu nonpeuHu mpecek Bajbka TeOMETPHjCKH je allpOKCHUMMPAH HHTEPHOJIAMOHUM TTONMMHOMUMA
JIPYTOT pelia y mpaBOuMa X - U Y -Oce KOjuMa OAroBapajy U- M V-0ce POAUTEIHCKOT KOOPAMHATHOT CHCTEMa

(K¢S =K =2). Mako ce Kpy/KHHIIa HE MOKE Er3aKTHO ONMCATH HHTEPOJAIMOHMM MOJMHOMUMA APYTOT Pejia,
ca ciuke 1.8(0) BuaM ce na cy WHTEpPIOJALUMOHH TOJMHOMH APYror pela JI0BOJbHE TAauHOCTH 3a BehHHY
MHKEHEPCKUX MPUMEHa, a OBAaKaB elleMeHT onucaH je nomohy Q° =18 unTepnonanuoHux Tauaka. Y ciydajy
Kazaa je moTpedHa Beha reoMeTpHjcka TauHOCT, MONPEYHU MPECeK BajbKa MOXKE C€ ONMCATH WHTEPIOIalnOHIM

TIOJIMHOMHMMA BUIIET Pejia, a Ha ciuiy 1.9 npukasan je ciyuaj kana je K¢ = K{ =4, kajia je KOHaUHU eleMeHT

onucan nomohy Q° =50 uHTepronanMoHuX Tayaka. Beh Ha OBOM MpUMepy MOTY ceé HACIYTHTH TPEJIHOCTH

KOj€ YOIIIITeH! 3aKPHUBJHEHH MTApaMETapPCKU XeKCaepH TI0Ceyjy y OHOCY Ha CTaHAAp/IHE eIEMEHTE IPUKa3aHe
Ha caui 1.1. Ako Ou ce y MeToly KOHAUYHHUX eIeMeHaTa 3a TeOMETPH])CKO MOJICIIOBAE¢ KOPUCTHO OHITO KOjU O
CTaHAapJHHX elieMeHara ca ciuke 1.1 3a MozesoBame Bajbka OMO OM MOTpedaH BENMKH OpOj TAKBUX (CUTHHUX)
KOHAaYHUX eJieMeHaTa, INTO OM Pe3yJITOBAIO BEIMKMM OpojeM KOHAYyHHMX elleMeHaTa ca HUCKHM CTElIeHOM
¢yHKIMja 6a3uca, a 0BO OM (PUHATIHO BOJIJIO Ka PEJIaTHBHO Hee(PUKACHOM HyMEPHUYKOM MOJIEIY.



(a) (6)
Cnuka 1.9. Bapak, KS = K\‘f =4, K\‘:, =1, Q*=50.

Ha cmumm 1.10 npukasaHa je TeoMeTpHjcKa allpoKCHManuja JIONTe jEJHHM €JIEMEHTOM ca

MHTEPIONAMOHUM nouHOMuMa apyror pena ( KE = K{ = K, =2). Oakas enemeHT pedunucan je nomohy

Q° =27 uHTepmONANMOHMX Tayaka M y BehMHM MHKEHmEPCKHMX MpUMEHa MpeCTaBiba 3a/0BosbaBajyhe Tauny

TEOMETPHUjCKY alpoKcuManujy Jionrte. Y cllydajeBUMa Kaja je noTpeOHa M Beha TauyHOCT reoMeTpHjcke
anpoKCUMallje, peI0BH HHTEPIIONAIMOHNX NOJHHOMa Mory ce noBeharu, a Ha ciunu 1.11 npukasaH je npumep

3a K =K{ =K =4. Enemenr ca ciuke 1.11 nedunucan je nomohy Q° =125 uHTepHONalMOHMX Tayaka.

OBa Ba mpHMepa JOAATHO WIYCTPY]Y HM3Y3€THY T€OMETPHjCKY (IIEKCHOMIHOCT YOIIITEHUX 3aKPUBJHEHUX
rapamMeTapckux Xekcaelapa y OJIHOCY Ha CTaHmapiHe eineMeHTe ca ciuke 1.1. 3a mpenu3Ho reOMEeTPHjCKO
MOJIEJIOBabE JIONTE TOMONy cTaHAapIHHMX ejeMeHaTa ca ciuke 1.1 moTpeOHO je pena HEKOJIMKO XHibaja
KOHAYHUX €lIEMCHATa, a KajJia ce KOPHCTH YOIIITEHH 3aKPUBJHEHHM XEKcaelap JIONTa ce MPEIU3HO MOJEIyje
momohy camo jemHor KOHAYHOT eJIeMEHTa.



(2) (©)
Cnuka 1.11. Cepa, K§ =K{ =K{, =4, Q°=125.

Kao cnenehu nmpumep, pazmarpahemo MmojenoBame chepHe Jbycke moMohy YOIIITEHUX 3aKPUBJHEHUX
napaMeTapckux HuHTeprnosannonux JlarpamxoBux enemenara. CepHa Jbycka MojesnoBaHa je momohy Imect
eJIEMEHATa, a U3 pa3jora CUMETPHje CBHX IIECT KOHAYHUX eleMeHara jeHakd cy. CBaKkHM eIeMEeHT je o0JmKa
MIpaBUJIHE 3apyOJbeHE YETBOPOCTPAHE MUPAMUJIC, YHje CY OCHOBE 3aKPHBJHCHE TAKO Ja HAJICXKY HAa YHYTPAIIY
U CIIOJBAIIhY TOBPII CPepHE JbYCKE.

Kao unycrpanuja, Ha ciauny 1.12 npukasaHa je aHaJoOrHa reoMeTpHja y JBOJUMEH3UOHOM MPOCTOpY,
OJHOCHO NpHKa3aH je jegaH o] HauWHa KOHCTPYKLHMje KPYXKHOI IpcTeHa Ioja3ehn of KBaJpaTHOI IPCTEHa.
KBazpaTHu IpcTeH NpeAcTaB/beH je NMOMONY YeTHpH Tpamesa, a TeMeHa OBHX Tpare3a IPOjeKTOBaHa Cy W3
LIEHTpa CTPYKTYpe Ha KOHIEHTPHYHM KPYXHHU npcreH. Ha oBaj HauMH noOujajy ce TeMeHa 4eTupu eleMeHTa
KOja 4YMHE KpY)KHH TPCTEH. 3aKpHBJHEHOCT OBHX €JleMEHaTra MOXE Cce, Ha IpHMep, MOJIEIOBaTH
MHTEPIIOIANMOHUM TTOJINHOMOM JIPYToT peAa.

IMonazehun on aBomMMEH3WMOHOT Mojena ca cnuke 1.12, Ha aHajoraH HayWH KOHCTPYHCAaHH Cy MU
€JIEMEHTH TPOJMMEH3MOHOTr Mozena. Ilona3u ce o KoukacTe JbycKe Koja je MpeicTaB/beHa IMOoMohy mect



NPaBIIHKUX 3apyOJFEHUX YETBOPOCTPAHHUX NMUpaMuza. TeMeHa OBHX MHMpaMHAA LEHTPAJHO Cy NPOjeKTOBaHA Ha
KOHIICHTPUYHY C(epHy JbYCKy, a 3aKpHUBJFCHOCT IOBpIIHM W3Mel)y oaroBapajyhnx HHTEpPIIONAIMOHHUX Tadaka
anmpOKCHIMHpPaHa je MOMONy /Ba WHTEPIOIAllMOHA MOJMHOMA IPYTOT TE€OMETPH]CKOT pema. Y cilydajy na je
notpeOHa Beha TauHOCT reoMeTpujcKe ampoKCHMaluje, YMECTO HHTEPIOJNAllMOHUX IIOJMHOMA JIPYror peaa
MOTY c€ KOPUCTUTH MHTEPIIOIANOHH BUILET peJia.

Ha cmmmu 1.13 mpukasas je jeqaH o miecT eineMeHaTa Koju unHe cepHy JbycKy. CBH eleMeHTH cy
apyror reomerpujckor pena (K¢ = K§ =K{, =2), a 3a neQuHunmjy jelHOr KOHAYHOT €JEMEHTa MOTPEOHO je
Q°f =27 wuHTepnonamuMoHWX Tayaka. I1omTo HA CrOjeBMMa KOHAYHM €eMEHTH [Ba MM TPH eleMeHTa Jene
3ajeTHIYKE WHTEPIOIAMOHE TauKe, YKyIIaH Opoj MHTEPIOIANMOHUX Tayaka moTpedan 3a qeuHuImjy chepHe
mycke je Q=6Q°-12-3-8-2-3=78.

(a) (©)
Ciuka 1.13. Jenan o/ mecT KOHAYHHX eJleMeHaTta Koju unHe chepHy jbycky, K =KS =K =2, Q° =27,

Q=78.

Kao mocmenmu mpumep, koHcTpyucahemo npyraumju Mozpen cdepHe Jpycke. [lohumo on
JIBOJJMMEH3HOHE T'€OMETpHje NpHKa3aHe Ha ciauid 1.14, Kol Koje ce KBaJpaTHH NPCTEH NpeACTaBiba NoMohy
8 kBajipaTa, TeMeHa OBHMX KBaJpaT INPOjeKTyjy c€ Ha KOHLEHTPUYHU KPY)XKHH HPCTEH, a Ta TeMeHa ozapelyjy



HAYMH HAa KOjH CE KPYXHH MPCTEH gabe Aemu°. Ha OCHOBY OBe MiyCTpalije, BUIMMO [a MOCTOje ABA THIIA
eJleMeHaTa Koja Caunmk-aBajy Kpy>KHH NPCTEH. JenaH of THX THUIIOBA O3HAa4YeH je Ha cinui 1.14 cBeTimjom cuBoM
60joM, a IpyTH TUI TaMHHjOM cHBOM OojoM. Takole, mpumeTnMo Ia Cy KOJ elleMeHaTa O3HAYeHUX TaMHUjOM
CMBOM 00jOM Y CpEAMIIIEM TEMEHY Ha CHOJhAallllb0j JHMHHjH KPY)KHOI MPCTEHa NpPUMapHU (OJHOCHO
PELUIPOYHN) BEKTOPH MPAKTHYHO KOJMHEApHHM, IITO 3HAYajHO OTEKaBa MOEIOBAkE pajijaHe KOMIOHEHTE
BEKTOpa Yy OKOJHMHHM TOI TEMEeHa Kao M jakoOujaHa TpaHcdopmanumje usmelly pOANTEIHCKOT elIeMEHTa H
duHanHoOr emementa’ mITO MpenCTaBIbA HEZOCTATAK OBAKBOT THIA MOJIENOBAE:A C4 CTAHOBHINTA MOryhHOCTH
KOHAuYHOT eJIEMEHTa Jla aJeKBaTHO MOJIellyje Ipou3BosbaH npodieM. Ca apyre cTpaHe, INIaBHU PA3jIor 3a OBAaKaB
HAYMH MOJIEJIOBaba KPY)KHOT IIPCTEHA je IITO OBakaB HauMH NoBehaBa Opoj KOHAYHUX eJieMeHaTa y HapeIHOM
npcreHy (Beher monympedHHKa) y CiIydajy Ja je CTpyKTypa MoJeloBaHa HoMohy aBa WM BHIIE Kpy)KHA
npcreHoBa. Kao miyctpanmja Ha cimmu 1.15 mprkasaH je cirydaj Kaja mMaMmo JIBa KOHIIEHTpHYHA mpcreHa. Ha
Taj HAUWH PENATHBHO /100 KPYXKHH NPCTEH MOXKE Ce MOZEIOBAaTH BehnM OpojeM KOHICHTPHYHHUX KPYKHHUX
MIPCTEHOBA KOJ KOJUX Cy KOHAYHU €JIEMEHTH MPHONMKHO CITMIHUX JUMEH3H]a.

Cimka 1.14.

Cruka 1.15. Unycrpanyja npeciikaBarma JBa KBaJpaTHa NIPCTEHa Ha JiBa KPY)KHA ITPCTEHA Ha IPYTH HAuYWH.

CnudHO Kao W paHHje, TPOJAUMEH3UOHU Mojen chepHe JbyCKe MOXKE ce KOHCTpyHcaTH Tojasehum of
JIBOJMMEH3HOHOT Mojiena ca cimke 1.14. YV ToM ciy4ajy monuio 61 ce oj KOIKacTe JbyCKe Koja Ce cacToju Of

3 OOpatuT TNaxmy Ja Cy CTpPaHWIIE CBHX e€JIeMEHaTa KOjH CauyumbaBajy KPYXKHH TIPCTEH caja
3aKpUBJBCHE.

* BekTOp y IBOXMMEH3HOHOM IIPOCTOPY MOYE Ce OIHCATH Ha HauuH aHanoran onome y (1.11) ogHOCHO
(1.15), a jakobujan ananorxo kao y (1.12).



26 enemeHaTa, a BbUXOBA TEMEHA MpojeKToBaia Ou ce Ha chepHy JbYCKy Koja ce moaenyje. Ca mpyre crpaHe, 3a
Pa3IHKy oA JBOAMMEH3HOHOT Mojena ca ciuke 1.14, y cioydajy aHalIoTHE TPOOMMEH3NOHE CTPYKTYPE MOCTOjH
TPH THUNA KOHAYHUX eJeMeHaTa. [IpBu TWH oAroBapa eleMEHTHMa KOJjH Cy AaHaJOTHH CBETIIHje CHBHUM
eleMeHTAMA ca ciuke 1.14, a jemaH TakaB eleMEHT Mpuka3aH je Ha ciaumnu 1.16(0). Jpyru tum enemenara
aHaJIOTaH j¢ TAMHHjE CHBUM eJIEMEHTHMA ca ciiuke 1.14 koju y ciiydajy TPOJMMEH3UOHE CTPYKTYPE UMajy caMo
JEeIHY UBUIY IYX YHYTpallikhe MOBPIIN CPepHE JbYCKEe. JeaH TakaB €JCMEHT MpUKa3aH je Ha ciuid 1.16(B).
OdunanHo, TpehM THN eleMeHaTa aHAJOraH je TAMHHUjE CHBUM eJeMEHTHMa ca ciuke 1.14 koju y ciydajy
TPOJMMEH3UOHE CTPYKTYype MMajy CaMO jeHO TeMe Ha YHYTpAlll0] MOBpIIM chepHEe JbYCKe. JenaH oBakaB
CJIEMEHT TPHKa3aH je Ha cnuid 1.16(r). Y oBoM mpuMepy cdepHa Jbycka MOJEIOBaHA j¢ €JIeMEHTHMA APYror

reometpujckor pena (K =K = K{, =2), cepna sbycka cactoju ce o1 26 KOHAUHUX €leMEHaTa, a CBakKH O]l

wux nepunucan je nomohy Q° =27, a komminerHa cdepHa Jbycka nepuHHcaHa je momohy Q =342

uHTEepIojanuoHe tauke. CBe MPEJHOCTH U HEJOCTAIM OBAKBOT HA4YMHA MOJEoBama chepHe JbyCcKe aHaIOTHEe
Cy 3aKJbYUIIMa 3a JBOJMMEH3HOHE Mojene ca ciuka .14 m 1.15.



Couka 1.16. Jenan o 26 enemenara koju unne chepHy jbycky, K$ =K§ =K{ =2.

1.6 IIpumep npopa4yyHa y OKeupy 3aKpue/,e€eHo2 napamemapcKko2
xXekcaedpa JlazpaHicogoz muna

Ha npumepy Basbka MOJIeNIOBaHOT MOMONY jeZIHOT KOHAYHOT eJIEMEHTa, CIIMYHO Kao Ha cimkama 1.8
n 1.9, nmpukazahemo nponenypy npopadyHa 3arpeMHHE KOHAYHOT €JIEMEHTa KOjUM Ce€ BaJbaK MOJENyje, Kao U
3aBUCHOCT TPEIIKE 3allpeMUHE KOHAYHOI eJIeMEHTa y (YHKLHUjH T'€OMETPHjCKOT pesa. 3arnpeMHHa KOHayHOT
eJIeMEHTa MOXKE C€ HMCKOPHCTHTH Kao MHTErpajHa Mepa TayHOCTH reomerpujckor mojena. llIto koHaunm
eJIEMEHT T'eOMEeTpHjcKH 00Jbe ommcyje objekaT Koju Mojenyje, To je pasnuka niMmely 3ampemuHe obGjekra n
KOHA4HOT €JIEMEeHTa Mamba.

IMocmarpajMo  Bajbak monynpednnka r=1m u Bucume h=2m, wuuja je 3anpemuna
Vey1 = nr’h =2n m®. Bamak je MOJIeJIOBaH MOMONY jeTHOT KOHAYHOT €JIeMEHTa YWjH j€ TEOMETPHUjCKU pell y
npasily oce Bajbka K, =1, 10K cy reoOMeTpHjCKH pesoBH y MpaBLUMa yrpaBHUM Ha ocy Bajbka K, =K, =K.

. . 2
Bpoj MHTEpONAMORKMX Tayaka 3a OMHCHMBaMmE€ OBaKBOr enemeHTa je Q° = 2(K +1) , a Ha ciukama 1.8 m 1.9
npukazanu cy mojenu kaaa je K =2 u K =4, pecriektuHo.



IpopauyH 3ampeMHHE KOHAYHOI CJIEMEHTa CIIPOBOAWMO HHTEIPAlHjOM II0 IOMEHY POAUTEIHCKOT
€JIEMEHTa, OJTHOCHO WHTETPAIHjOM TI0 3aIlPEeMHHHU jeIUHUYHE KOIKE UHje KOOpIUHATE 3aJ0BOJbABAjJY PEIamnujy
—1<u,v,w<1. Ha ocuoBy (1.12), Be3a uzmeljy enemeHTapHe 3anpeMuHe pomutesbekor enementa (dudvdw) u
nocMarpaHor Konausor enementa (dV ) je

dv =a, - (a, xa,,)dudvdw, (1.30)

a 3arpeéMuHa KOHa4YHOT eneMeHTaje

I I IdV—f I fa (a, xa,,)dudvdw , (1.31)

u=-lv=-1lw= u=-lv=-1w=-1
npu uemy cy a, =4a,(u,v,w), a,=a,(u,v,w) u a,=a,(u,v,w) npumapsu BexTopu aedunucanu y (1.10).
IpeTXOHM TPOCTPYKH HHTETPAIl MOYXKE CE HAIMCATH y O6HI/IKy

I I de‘ f du I av Ia (@, xay)dw, (132)

u=-1lv=-1lw= u=-— v=-1 w=—

a CBaK1 OJ OBUX MHTCIpaa MOXKE CC HYMCPUYIKU IPOPAavYyHATU IIPUMCHOM Fayc-ﬂexcaHz[pOBHx HHTCTPpAllMOHUX
¢dopmyna y oOIHKY
NGL,-1  NGL,-1  NGL,-1
Cy; % CW, (au(ui,vj,Wk)-(av(ui,vj,wk)xaw(ui,vj,wk))), (1.33)
i=0 j=0 k=0

npu yemy cy NGL,, NGL, u NGL, 6pojeBn Tauaka HyMepuuKe MHTerpauudje y npaBuuma oca U, V U W,

PECIEKTHBHO, U; , W Cy KOOpIMHATE Tayaka HyMEpHYKe MHTErpaumje, a CUj, CVj u CW, Cy oarosapajyhu

V.
J!
TC)KHHCKH KOG(I)I/ILII/IjeHTI/I. Ha OCHOBY MPETXOAHOI' H3pasa, 3alpeMHHA KOHAYHOI CJICMCHTA MOXKE CC
HU3payyHaTH Kao TPOCTPYyKa cyMa
NGL,-1 NGL,-1 NGL,-1
V= Z Z Zcui~cvj~cwk‘(au(ui,vj,Wk)-(av(ui,vj,wk)xaw(ui,vj,wk))). (1.34)
i=0  j=0 k=0

Ha cnumm 1.17 npuka3aHa je ancolyTHa BPEAHOCT pesIaTHBHE I'PEIIKe 3alpeMUHe KOHAYHOT eJIeMEHTa
IpopauyHara Kao
V-V

| =2, (1.35)

chl

Yy 3aBHCHOCTH OJ pema reomerpujcke ampokcuMammje K . 3a Opoj Tauaka HyMepHuyKe WHTETpaldje y TpH
pazmuuuTa npasua ysero je NGL, =K, +5, NGL, =K,+5 n NGL, =K, +5. Ca osor rpapuka jacHo ce
BU/IM J1a ca moBehiameM peia reOMeTPHjCKe alpOKCHMAIIM]€ KOHAYHHU SJIEMEHT CBE 00Jbe T€OMETPH]CKH OIIHCY]e
Basbak. [1o0oJblIakbe TAYHOCTH TEOMETPHjCKOT Mojiena ao0uja ce Ha pauyH Behe QuiekcHOMIHOCTH KOHAYHOT
ereMeHTa, 0e3 motpebe 3a moBehameM Opoja KoHa4HHX eieMeHatra. OBO je jemHa O 3HAYajHUX MPETHOCTH
TeOMETPHUjCKH (IICKCUOMITHNX KOHAYHUX eJIEeMEeHATa y OJJHOCY Ha CTaHJapJHe KOHaYHEe eJIeMEHTe NpHKa3aHe Ha
ciumm 1.1. Takobe, ca oBor rpaduka ce Buau na ce 3a BehiHy HHXEHEpPCKIX IpodiieMa Bajbak 3aI0BoJbaBajyhe
TayHO MOXKE MOJENIOBAaTH KOHAYHUM EJIEMEHTHMa JI0 YETBPTOI I'€OMETPHjCKOT Pesia, OJHOCHO Jia Cy PETKe
CHTyalldje KaJa je 3a MOJCJIOBab¢ Bajbka MOTPEOHO KOPHCTHTH €IEMEHTE T'€OMETPHjCKOr pelia BHUILIEr Of
YETBPTOT.
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Cnuka 1.17. AnicoyTHa BpeTHOCT peaTHBHE IpeIlke HyMEPUIKH IPOpadyHaTe 3alpeMHUHE Bajbka Y QyHKIUjH
pelia reoMeTpHjCcKe alpoKCHMAIIHje.



