1 J/le>xaHAPOBHU NOJIMHOMHU

Jle>xaHIPOBH TIOJIMHOMM TIPEJICTaBIbajy CHUCTEM KOMIUIETHHX M OPTOTOHAIHMX IIOJMHOMa KOjU ce
KOpHCTE Y pa3NnuuuTuM obsacTuMa (HU3HKe, MaTeMaTHKe U HHKembepcTBa. OBY IMOJMHOMHU MOTY ce Ie(uHICcaTH
Ha pa3He Ha4uMHe, a BUXO0B IpopadyH noMohy peKypeHTHHX ¢opMyia Ounhe HaM TOCEOHO KOPHCTaH.

1.1 JeduHuyuja Ha 0CHOBY KOHCMPYKYuje OpmMoO20HA/AHO2
cucmema

Jenman on HaumHa KOHCTpYKIHMje JIe)KaHIPOBUX MOJIMHOMA je Ha OCHOBY YCJIOBA JIa OBU ITOJIMHOMH YHHE
OpTOTOHANIaH CHCTeM Ha MHTepBany —1< x<1. Ako ca P, (X) 03HaunMo JlexxkaHapoB MOJIMHOM peAa N, OHJa

YCJIOB OPTOTOHAJTHOCTH 3aXTEBA Ja BaXKU

1
ij(x)Pn(x)dx:O, 3an=m. (1.1)
x=-1

[Iperxogau ycinoB oxpelyje momuHOME ca TadyHOUINY A0 MYJNTHILUTMKATHBHE KOHCTAaHTE, a OBa HeoapeheHoct

SIIMMUHHMIIE ce AehUHUCAmEM BPEIHOCTH MOJIMHOMA Y jeJIHOj KOHKPETHOj Tauku. 3a JIexxaHapoBe MOJMHOME Y3
YCJIOB OPTOTOHAJTHOCTH 3aXTEBA CE U J1a BaXKH

P@=1, (1.2)
a NpeTXOAHU YCJIOB Ha3nBa CC U CTaHZ[ap,Z[I/ISaL[I/IjOM. Ha OCHOBY OBa JBa yCJIOBa .He)KaH,I[pOBI/I MNOJIMHOMHU CYy

JjemaHo3Ha4HO oxpeheHn. Y HapeIHOM IacyCy HIIyCTPOBaH je IMIPUHIMI KaKo CE Ha OCHOBY OBa /IBa YCJIOBA MOTY
oxpeantH JIexaHAPOBH MOIMHOMH.

IMpumepa paau, IPBO c€ MOXE OAPEIUTH MOJMHOM HYJITOI peaa Koju, Ha ocHoOBY (1.2), Mopa Gutu
jemnak Py(X) =1. Hakon Ttora, JlexaHapoB MOJIMHOM TPBOT pela, KOjU je y OMIITEeM Clydajy oOJHKa

P (x) =a;x+4a,, Mopa OuTH opToroHanaH y oxHocy Ha Py(X) u 3a mera mopa nma Baxu P(1) =1, mro

pesynryje cinenehiM cucTeMOM jelHauMHA 10 HEMO3HATUM Koe(UIMjeHTuMa 8, U ag

1 1
JPO(X)H(x)dx = jl~(a1x+ ag )Jdx = 2a, =0,

x=-1 x=-1

R()=a+a,=1

(1.3)

Ha OCHOBY 4era nobujamo a, =0 u a; =1, ogHocHO JlexxaHIPOB MOJHMHOM NpPBOT pena moctaje P (X)=X.
JlexxanmpoB moiuHOM apyror pema, P,(X), ompehyje ce Ha OCHOBY ycioBa [ia je OPTOTOHANAH Y OJHOCY Ha
nonmuHoMe Py (X) m P;(X) kao u Ha ocHOBY ycioBa P, (1) =1, u tako nasee 3a JlexaHapoBe MOJMHOME BHIINX
penoBa. IlomuHom P,(X) ompehyje ce Ha ocHOBY ycimoBa Ja Mopa OWTH OpPTOTOHATAH y OJHOCY Ha CBE
nonmaHoMe P, (X), 0 <m<n, mro pe3ynTyje ca N ycioBa, a ca gonatHuM ycioBoM P, (1) =1 ykymHO umamo

n+1 ycnoB HeomxoaaH 3a oapehuBame N+1 koedunujeHTa mosmHOMa pega N. OBakaB HAYMH NCOUHUIH]C
JlexxaHApOBUX MOJIMHOMA jellaH je O]l Hajje/IHOCTaBHUjUX U HaJUHTYUTHBHHUJHX, a IPU TOME HE 3aXTeBa TEOPH]jY
JTQepeHjaTHuX jeqHaYrHA.

VY HajomIITHjeM Cily4ajy, OPTOTOHAJIHOCT (YHKIMja MOXE C€ YBECTH M TaKO ILITO C€ IPOU3BOA THX
GbyHukuuja mox uHTerpanoM, nomyt uspasa (1.1), MHOXH (IPOU3BOJBHOM) TEKHHCKOM (DYHKIIMjOM KOja 3aBHCH
on X . [IpunukoM neduHKCama yCIoBa OPTOroHATHOCTH JIeKaHAPOBHX MOJMHOMA T&XHHCKA (QYHKIH]ja jeHAKA
je jenmHuim, a JlexaHIPOBU MOJIMHOMM YHMHE jelaH OF TPH CHCTEMa KJIACHYHHX OPTOTOHAIHHX HOJMHOMA.
JlpyroM cHcCTeMy OpPTOTrOHAJHHX IIOJMHOMA INpHIanajy JlarepoBu IMOJMHOMH, KOjH Cy OpPTOTOHAJIHH Ha
nojy3aTBopeHoM uHTepBainy 0 < X < oo, a Tpehem cucreMy OpTOroHaJHHMX NOJMHOMA Npunagajy EpMuToBu
MOJIMHOMH, KOjH CYy OpPTOTOHAIHW Ha HWHTEepBaly —oo<X<oo. Kom JlarepoBux um EpmMuroBux mommHOMA
NPUWINKOM Je(DUHHIM]je OPTOTOHAIHOCTH 3a TEeXKHHCKE (YHKIHMje KOPUCTE Ce aHAIUTHYKe (YHKIHUje Koje
00e30¢el)yjy koHBepreHiujy CBUX HHTerpaja. Y OKBHPY OBOI IOIVIaBJba JIOMHHAHTHO hemo ce OaBHUTH
JlexxanapoBUM MoJaMHOMHUMA, Tako Aa HeheMo aerasbHuje oopahuBaru Jlarepose u EpMuToBe nosiuHoMme.

Hpyrn HaumH nedununmje JlexaHApOBHX NOJIMHOMA jeé HAa OCHOBY TeHepuiryhe (yHKIOHje, MITO
IpeBa3uIa3y OKBUPE OBOT Kypca. 3TOJHO je caMO HAallOMEHYTH Jia c€ Ha OCHOBY OBe Ie(HHULH]E JIAKO MOXKE
IoOUTH pekypeHTHa ¢opMmyna 3a npopadyH JlexaHIpOBHX MOJIMHOMA, II0O3HATa W I0J Ha3uBOM boHeroBa
pekypeHTHa ¢opmyna, koja he Outh npukazaHa kacHuje. Jledununmja JlexxaHIpoBUX MOIUHOMA HOMOhy
reHepuinyhe (GyHKIMje IUPEKTHO je MOoBe3aHa ca pa3B0jeM eJIEKTPOMArHeTCKHX 10Jba M0 MYJITHUIIONUMA, IITO je



U Ouila OCHOBHA MOTHBalMja 3a yBoheme oBuX mosrHOMa 1782. roguHa Of CTpaHe IMO3HATOI MareMaTrhdyapa
Anpujen-Mapu Jlexannpa (1752-1833).

1.2 /lebuHuyuja Ha ocHoBYy duepeHyujaiHe jeOHaYUHe

Tpehn naumn nepununuje JlexxanapoBux monmHOMa je Ha OCHOBY JlexkaHnmpoBe audepeHIyjaTHe
jeTHaYnHe

4l 2)dR() _
dx{(l <) ™ }+n(n+l)Pn(X) 0, (1.4)

yuje pememe cy JlexanapoBn mnommHomu. Mako ce Hehemo ymymratn y jgeTajke 'y BE3H Ca OBOM
g epeHIjaTHoM jefHaunHOM, JlexxannpoBa audepeHiyjaita jefHaurHa IojaBibyje ce kKaa rof ce Jlammacosa
jemHayMHa pellaBa METOAOM pasZBajama MPOMEHJEMBHX y C(HEpHOM KOOPIUHATHOM cUCTeMy. JIekaHApOBH
MOJIMHOMH Taja ce mojaBsbyjy kao P,(C0s0), mpu demy je 0 3eHHTHH yrao CepHOT KOOPIHHATHOT CHCTEMA.

Benuku 0poj GU3HUKUX W UHKEHEPCKUX MpobiieMa omucaH je JIamracoBoM jeHAYMHOM, 1a C€ CaMUM THM U
JlexxannpoBa nudepeHIyjaina jeJHaYrHa YeCTO jaBjba Y HHKEHEPCKO]j MTPaKCH.

1.3 OpmozoHa/s1HOCM
Crangapmuzammja P (1) =1 oppehyje nopmanmzanmjy JlexxanapoBux mnonuHoma (y OIHOCY Ha
CTaHAApAHY L? HOpMY Ha uHTepBany —1< X <1). [Tomrto cy JlexanapoBu MOJIUHOMHU U OPTOTOHAIHU Y OJHOCY

Ha UCTy HOpPMY, OBa JIBa CBOjCTBA MOTY C€ HICKOMOMHOBATH y jeZHY jeIHAUYMHY KOja IJlach

1
2
P.(X)P,(x)dx = ——38,.., 15
[P0 (90X =81 (15)
x=-1
npu uemy je 8., Kponekeposa nenra ¢pynkiuja. OBa Hopmanu3aluja HajjeJHOCTaBHH]e ce ojpel)yje Ha OCHOBY

Ponpuresose ¢popmyiie, IprKka3aHe y HaCTaBKY.

1.4 Podpuze3zoea ghopmyaa u ocmaJie ekcnauyumte ghopmyae

IMoce6GHO KOMMaKTaH u3pa3 3a JIexxanapoBe MOITHHOME AT je moMohy Poapureszose popmye

P= 5 dxn (2 -af . (L6)

Oga opmyna omoryhasa u3Bol)eme Benukor 6poja Apyrux u3pasa 3a noauHoMme P, , o1 Kojux cy HeKu:

n 2
Pn<x>:iz(”j (=2 (x+2) (L.7)

2" (K

D) n+k) x-1)¢
SN
k; kA k A 2
(/2]
RS k[ M) 2n-2k) ok
P09 =5 2 (1) [kj( ] ]x , (L9)

k=0

n n n+k-1
P.(X) :2"Zxk@ 5 |, (1.10)
k=0 n

Opd 4YeMy MOCNIeNbH H3pa3, KOjH Ce MOXKe JOOMTH HENOCPEOHO M3 PEeKypeHTHHX (opMysa, H3paxasa
JlexanapoBe MOMMHOME [oMohy MOHOMA M YOIIITEHOT 00/HKa GuHOMHjanHOr Koedurmjenta’. ¥ uspasy (1.9)
[n/ 2] npejcTaBba Hajeehn npupoanu 6poj C 3a Koju Baxku C < n/2.

[IpBux jemanaect JlexxanapoBux mnonmHoMa mpukazano je y (1.11), a npBux mect JlexanapoBux
MOJIMHOMA MTPUKa3aHo je Ha ciuny 1.1

! https://en.wikipedia.org/wiki/Binomial coefficient



https://en.wikipedia.org/wiki/Binomial_coefficient
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Cnuka 1.1. [IpBux mect JlexaHApOBUX ITOJHHOMA.

1.5 Heka ceojcmea JlexccaHdpo8ux no1uHOMa

JlexxaHIpOBU TOJIMHOMH MMajy Ae(HHUCAHY MapHOCT, OJHOCHO OHU Cy WM IapHH WM HETapHH H
BaXXH pelialmja

Pi(=%)=(-D"R (¥) . (1.12)

JIpyro KOpHCHO CBOJCTBO je Jia je cpelha BpeaHocT JIexaHIpoBux mojauHOMa pena Beher ox HyJTor
jenHaka HyJM, OZHOCHO Jia BaXU



1
IPn (x)dx=0 3a n>1, (1.13)
x=-1
IITO c€ JUPEKTHO MOXKe TOOMTH Ha OCHOBY OPTOrOHANHOCTH mosnmHoMa P, (X), n=1y omHocy Ha Py(x) =1.
OBO CBOJCTBO je KOPUCHO Kaga ce kopuctu Jlexxanmpos paseoj dynkmmje f(X), f(X)= f~(x) :ZaiPi 3a
i
anpOKCUMAINjy TPON3BOJbHE (DYHKIIHjE WIIM pe3yJiTaTa Mepema. Tana je cpeama BpenHOCT (QyHKIH]e F(X) HaZ
uHTepBaioM —1< X <1 jennaka koeduuujeHty a, Jlexxanaposor pas3Boja.
[owro cy nudepeHIMjaTHE jeTHaAYNHEe U OPTOTOHATHOCT (YHKIMja HE3aBHCHE O] MYJITUILTHKATUBHOT

KoepUIMjeHTa KOojuM ce MHOXH onpeheHa ¢yHkuuja, npedpuaunmje JlekaHIPOBUX MOTHHOMA CY
,,CTAaHIAPJU30BaHe  TAKO IITO CYy CKAIMPAHE 1a BaXKH

P@=1. (1.14)
W3zBox JlexxaHIpoBUX MOJMHOMA Y Kpajiboj Tadkd X =1 je
dP,(x=1) n(n+1)

: 1.15
dx 2 (L.15)
3a JlexxannpoBe nmoJauHOME Baku M Ackej-I"acriepoBa HejeJHaKOCT KOja IJlach
n
D Pi(x)=03a x>-1. (1.16)

j=0

PekypeHTHe pesianyje

Kao mro je mHamomeHyTto panuje, JIexaHIPOBH MOJMHOMH 3a0BOJBABAjy TPOWIAHE PEKYPEHTHE
penamyje mo3Hare moA Ha3uBoM boHeToBe pekypeHTHe GopMyIe Koje Taace

(N+1)P,,1(x) = (2n+1)xP, (x) =P, 4 (X) u (1.17)

2
X2 e (0~ P9, (118)

IMpumerutn na uzpa3 (1.18) mocraje HeymoTpeOJbUB 3a mpopauyH H3Boja Jle)xkaHIApOBUX TOJMHOMA Ha
rpaHUllaMa OCMAaTpaHOI HMHTEpBaja (|X| =1), a yMecTo mera MoXe ce KOPHUCTUTH AITepHATUBHM H3pa3 3a

PEKypeHTaH MpopadyH 13BozAa JIexxaHIpoBHUX MTOJTMHOMA KOjH TJIach

W:(nu)mx)m%. (1.19)
Penanuja moronHa 3a uHTErpanujy JlexxaHIpoBHUX MOJTMHOMA j€
(20+2)R (0 = < (P (9~ Pra (). (1.20)
Ha ocHOBY penanyja mprKa3aHux g0 caja MOXKe Ce JOKa3aTh [a BaXH
% =(2n+2)P, () +(2(n=2)+1)P,_, (X) + (2(n = 4)+1)P,_4 (X) +..., (1.21)
OJIHOCHO €KBHBAJICHTHO
dP,,1(X) 2P, (x) 2P, »(x) . (122)

= +
|

N

IIpU 4emy je ||Pn || L? HopMa JlexxanapoBor nosimHOMa peaa N aeduHKCcaHa Hag MHTepBaToM —1< X <1 kao

[Pl = (1.23)




Hyse
CBux n Hyna momuHoMa P, (X) cy peanHe, Mel)ycoOHO pasnmuumte, U Jiexe y HHTepBary —1< x <1.

JlomaTHo, ako WX MOcMaTpaMo Kao rpaHuile koje neie uHTepBal —1< X<1 Ha n+1 moauHTEepBaji, CBaKH
NOAWHTEepBal caapxkahe TayHO jeAHy Hyiy moimHoma P,.;(X). OBO CBOjCTBO je TMO3HATO M IO HA3UBOM

CBOJCTBO MperuiTama. Ha ocHOBY cBojcTBa mapHOCTH JlexxaHIPOBHX TOJMHOMA OYUITIEHO je Ja aKo je X
Hyna nomuHoMa P, (X), oHza je m —X, Hyna Tor nmonuHoMa. OBe Hylle MTpajy BaXKHY YIOTY Y HyMEPHYKO]

uHTerpanuju laycoBuMm KBazmpaTypHuMm Qopmyinama. IloceOHa kBagpaTypHa ¢opMyia 3acHOBaHa Ha
JlexxaHApOBUM HOIMHOMHMA TIO3HATA je oA HazuBoM ["ayc-JlexxannpoBa kBaapaTypHa Gopmyia.

Ha ocHOBy oBHX cBojcTaBa M uymmeHune na je P,(£1) =0, cmemu na P,(x) uma n-1 noxamHux
ekcTpeMyMa (MUHHMyMa WM MakcMMyma) Ha mHTepBaity —1< X <1. ExsuBanentso, dP,(x)/dx mma n-1

HyJy Ha uHTepBairy —1< X <1.

BpeaHocTH y KapaKTepUCTUYHUM TaYyKaMa

[MapHocT W craHmapAW3andja MMIUTHLEPajy BpeAHOCTH Jle)kaHOPOBUX IOJIMHOMAa HA IpaHUNAMA
X =£1 Koje u3HOCE
1,3an=2m

‘meN,. 1.24
“1,3an=2m+1 0 (124)

RO=1, Pn(_l):{

v KOOPAWHATHOM MOYCTKY BPEAHOCTU .He)KaHZ[pOBI/IX IOoJIMHOMa Cy

(-2)" (2m)_ (1) (2m)!
PO=1 2 {m )" 22 e " meN,. (1L.25)

0, 3an=2m+1

2 KoHAMIMOHHU OPOj

VY okBupy HyMepHYKE aHain3e, KOHIUIMOHU Opoj (yHKIHMje mpeacraBba Mepy KOJIHMKO CE€ BPEAHOCT
(dyHKIMje MOKEe TIPOMEHUTH TPUIMKOM Majie IPOMEHe yia3HuX mnapamerapa. OBaKko yBeJeH KOHJIUIMOHU OpOj
ce KOPUCTH Kao Mepa KOJIUKO je (YHKIHMja OCEeTJbUBA HA IPOMEHE WJIM IpElIKe YIA3HHX IapameTapa, OGHOCHO
konmka he OWTH rpemka BpeAHOCTH (PYHKIMjE€ Y3POKOBaHA TPEIIKOM Yy YIIa3HHM mHapamerprma (yakmmje. Ca
Jpyre CTpaHe, y MPaKCH Ce BPJIO YECTO peliaBa MHBEp3aH NpodiieM, OMHOCHO MOTPEOHO je OIpeUTH apryMEeHT
¢byHKIMje 3a no3HaTy BpeaHocT (yHkuuje. MiHBep3aH npobieM ce (MareMaTHYKH) MOXKE OIHCATH pellaBambeM
jemHaumHe f(X)=y mo X 3a 3amato Y. Y OBakBMUM mpoOieMHMa KOHIULMOHH Opoj AeduHUIIC ce 3a

uHBep3Hy QyHKUMjy f 71(y) = X, OMHOCHO TIPE/ICTaB/ba MEPY MPOMEHE X 3a Maje IPOMEHE Y .

Kao mro he Outu mprka3aHo KacHHUje, KOHIUIMOHH Opoj (cTporo) dopmanHo ce aedUHHIIE Kao
KOJMMYHUK (ACHMIITOTCKHMX) pENaTHBHUX MPOMEHA H3JTa3HHX MapamMerapa M PENaTHBHUX MPOMEHa YIa3HHUX
mapaMeTapa y HajropeM CiIydajy, OJHOCHO Yy CIIy4ajy Kaja je OBaj KOJUYHUK (KOHTUIMOHM Opoj) HajBehm. Y
onpehennM ciyyajeBuma kopucrte ce W (mapuujannu) u3Bogu. Kaga mam ¢ysHkumja 3a kojy oxapelyjemo
KOHJMIMOHHU OpOj HUje T03HaTa y aHAINTHYKOM OOJIMKY, YJIOTY aHAIMTHUKE ,,pyHKIHje* mpey3umMajy perermba
npobnemMa, a ynory ,,aprymMeHaTa™ npey3uMajy yJaa3HH Mojaly KojuMa je mpoOsiem omnwmcad. [Ipumep oBakBe
CUTYyaIlHj€ je Mepeme mojaTaka y (KOHaYHOM) JUCKPETHOM Opojy Tadaka.

Konauimonn Opoj 4YecTo ce mpuMmemyje W y o0jacTu JIMHeapHe ajiredpe, a Taga Cy OCHOBHE
JneuHULNMje U npoueaype u3Bolema u3pasa 3a KOHIUINOHU Opoj penaTuBHO jenHocTaBHe. Konauimonu 6poj y
OKBHpY JIMHEapHe aireOpe, OJHOCHO KOHAMIMOHK Opoj MaTpuIle oj MOceOHOT HaM je 3Havaja, na he nerassu y
BE3U ca OBUMeE OWTH IIpHKa3aHW y OKBHPY OBOT IOINaBjba. Bunehemo na rpemke simHeapHor rnpodiema Mory
OUTH yCMepeHe y Pa3IMYUTUM IpaBLyMa y MOCMAaTPaHOM JIMHEAPHOM HPOCTOPY, a 300T Tora ce KOHIAULINOHH
Opoj mpopauyHaBa y HajropeM ciydajy (kana je Hajsehn) kopuctehu ce Teoprujom muHeapHe anredpe. OuHAIHO,
KOHAWIMOHN Opoj Moxe ce neduHHCATH W 3a HETWHeapHe mpobieme omuvcaHe (yHKIHjaMa BHIIE
NPOMEHJBHBHUX, @ TAKBH CIIy4ajeBH HHCY HaM OJl MHTEpeca y OBOM TPEHYTKy ma WX 30or Tora Hu Hehemo
JieTaJbHUje pa3MaTpaTH.

3a npobaeM Koju MMa Malld KOHIULHOHU Opoj KaxeMo aa je nodpo ycnosibeH (Well-conditioned), nok
3a MpoGJIeM ca BEJIMKMM KOHIMITMOHNM OpojeM Kaxkemo na je joire ycmosibeH (ill-conditioned). Hedopmaiso
roBopelin, KoJ JIoIIe YCIOB/BEHHX MpoOiieMa Majle IPOMEHe YIa3HUX IapaMerapa (Maje MpOMEHe HE3aBHCHUX
OPOMEHJBMBHUX y CIIy4ajy OUPEKTHHX MpobiieMa, OZHOCHO Malle HPOMEHE BPEAHOCTH Ca ,,JJIECHE CTpaHe
jeAHaunHe) pe3yiTyjy BeIMKUM NpOoMeHaMa M3JIa3HuX napamerapa (BpeqHoCTH QyHKIMje Y Cllydajy TUPEeKTHUX



mpo0iieMa, OJHOCHO HE3aBUCHOM apryMEHTY Yy CIIy4ajy WHBEp3HHX mpobiiema). OBO 3HAYH /2 je y Cliydajy JIole
YCIIOBJBEHUX Mpobiema (TpobiieMa ca BETMKUM KOHIUIIMOHUM OpOjeM) PETaTUBHO TEIIKO OJPEIUTH PEIICHE ca
BHUCOKOM Ta4HoIIhy.

Konauimonn Opoj je CBOjJCTBO KOHKPETHOT (IOCMaTpaHor) mpobiema. 3ajemHo ca IOCMaTpaHUM
mpo6IeMOM, OJHOCHO HETOBUM KOHIWIIMOHMM OpojeM, TOTpeOHO je mocMaTpaTH M ainroputaMm koju he ce
KOPUCTUTH 3a pellaBame TOr mpobiema. Heku anroputMum umajy CBOJCTBO Ha3BaHO CTAOMJIHOCT YHA3ajl
(backward stability?). HedopMalHO mocMaTpaHO 3a airopuT™Me KOjH Cy CTAGHIHH yHA3a[ MOXE Ce OYeKHBATH
na he (penaTuBHO) TaYHO PELIMTH JOOPO-YCIOBIbEHE podIIEMe.

2.1 Onwma dJdepuHuyuja y KOHmMeKcmy daHa/auze 2peuike
¢dyHKyuje

IMocmarpajmo npobGiiem omwmcan (yukipjom f(X) unju je ynasum mapamerap X. Kama ce ynasuu
mapamerap IpoMeHH 3a (Majly) BpeIHOCT OX, BpemHocT (yHKuuje mocraje f (X + 6X). AnconyTHa BpeIHOCT
npoMmeHe QyHKIHjE je ||8f (X)||:||f(x+6x)— f(X)", a arcoJyTHAa BPEIHOCT pesllaTHBHE IpoMeHe (QyHKuuje je
||f(x+8x)— f(X)"/ ||f(x)||=||8f (X)"/ ||f(x)|| Ha ocHOBy oBoOra amcoiyTHa BpegHOCT KOHIMIMOHOT Opoja

npobiema onucanor pynkuujom f(X) je

lim sup M (2.1)
e [0
IIPY YeMY j€ peJIaTUBHHU KOHIUIHMOHH OpOoj

0psze  [[OX]/[IX]

VY nperxomHUM H3pa3uMma ,,SUP“ MpeicTaB/ba O3HAKY CyNpeMyMa Koju ce neduHuie Ha cieaehn

HauuH. [ opma rpaHuia nojackyna S nenuMuiHo ypeheHor ckyma (P,S) je enmemeHt b ckyma P 3a Koju Baxu
x<b, VxeS§. (2.3

I'opma rpanuna b moxnckyma S HasuBa ce CympeMyM HOACKyHa S (MM HajMama ropma IpaHHla MOACKYIa
S ) aKko 3a CBe TOpIbE TPAHUIIE Z TOACKyNa S w3 ckyma P Baxkun

b<z (b uuje Behe o1 OGuIO KOje APyre ropEbE rpaHMIE MOJACKYA S ). (2.4)

2.2 KoHduyuoHu 6poj y okeupy JiuHeapHe aszeoépe

Konguumonu 6poj Moxke ce MpuApYKUTH W Matpuuu (A ), a KOHIUIMOHM OpOj UTrpa BaKHY YJIOTY
MIPUJIMKOM pelllaBama CUCTeMa JIMHeApHHUX jeIHAuYMHa KOJU C€ MOXKE ONUCATH MAaTPUYHOM jeHaunHoM AX=D.
Y oBOM cny4ajy KOHIUIIMOHM OpoOj Jaje MpOIeHy Kojuka he OWTH rpelika pelicmha MOCMaTPaHoT CHCTEMa
jenHaumHa (X ) YKOJNHKO IIOCTOJH Majla Tpellka y Yyila3HHM nojanmuMa (OMiIo 3a BEKTOp CIO0OIHHUX
koeunujeHara b, 6uno 3a marpuiy A ). HamoMeHnMo Jia je 0Baj y3pOK Ipelike y MOTIYHOCTH HE3aBUCAH O
aNTOpUTMAa 32 pellaBamke CUCTEMa jeTHAYNHA U Ja MPECTaBJba NCKIJBYIHBO CBOjCTBO MaTpHIle A , OTHOCHO OBaj
Y3pOK IpelIKe I10CcTojao O W Kaja OMCMO MMald ,,CaBpIICH  alTOpPUTaM 3a PEIlaBambe CUCTEMa JMHEAPHHX
jeAHaunHa, Koju He O (OJaTHO) YHOCHO TpellKe YCIel 3a0KpYyXHBamba OpojeBa OJHOCHO yCIell KOHAuHe
TauHOCTH IIpefCTaB/barba OpojeBa y apUTMETHIH ca I[OMHYHOM TaykKOM WU ycjleld KOHAa4yHe TayHOCTH
CIpPOBOlera MaTeMaTHYKHX OIeparyja.

I'py6o roeopehu, koHauumMoHu Opoj MOXeE Ja ce rmocMarpa Kao KOJMYHHK NPOMEHE peliema X Hu
IpoMeHe cI000AHOT BeKTopa b, pu yeMy ce mpoMeHa BeKTopa IpopadyHaBa Ipema oapelhenoj Hopmu. IIpema
TOME, aKO je KOHIMLUMOHH Opoj BEJMKH, YaK W Maja Tpelika y yJa3HHM IoJanuMma 3a BeKTop b moxke
PE3yNTOBATH BEIUKOM TPEIIKOM y peniery X . Ca apyre cTpaHe, ako je KOHAMLMOHHK OpOj Malld, Taga rpelka
pemema X Hehe OuTH MHOTO Beha o1 Tpelike yjaa3HuX Mmojaraka 3a cJio00aHH BeKTop b .

[peunsnuje rosopehn, KOHAMIMOHU Opoj ce AedUHHUILE Ka0 MaKCHMAIHH KOJIMYHUK DeJlaTUBHE
rpelIKe X y OJHOCY Ha PENIaTUBHY IPELIKY YJIa3HUX MojaTaka 3a cinoboanu Bektop b . Heka je db Bextop
rpelIKe yJIa3HUX MmojaTaka Bektopa b . [log mpermocTaBkoM a je A HECHHTyJIapHa MaTpHILQ, TPEIIKa pelieha

2 https://en.wikipedia.org/wiki/Numerical_stability
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npobiema X = A je ox= A7'8b . Onmoc peNaTHBHUX Tpellaka pellemha MpodieMa M pellaTUBHE TI'pelIKe
yJIa3HHX MoJIaTaka Bekropa b je

T s 1 O 9
oo ]~ Teol el ool [
IIpU YeEMY || . || MPECTaBJba OMepaTop HopMme (BEKTOpa M MaTpHIe), Kao 1ITo ie OMTH OMUCAHO Y OKBUPY OBOT U

HapE€aHOT IoIjIaBJba.

MaxkcumaniHa BpEIHOCT MPETXOMHOr KOJAMYHHMKA (3a HeHynTo b wu mHemyaro &b ) mpencrasipa
KOHJUIIMOHU Opoj C(A) 1 MO’KE C€ O/IPEJUTH Ha OCHOBY IIPOM3BOA ABE HOPME OIlepaTopa Kao

[A%3] o] |Atsb) o] |aso]| ],
“aoio| oo [ato][ 0| Joo] [0 | [ate][ 0| fob] [ o | [ A AN

c(A)

HWcra nedunnImja BaXKi 1 3a CBaKy KOH3UCTEHTHY HOPMY, OJJHOCHO 3a OHY 32 KOjy Baku

o= e

JlofaTHY AeTajbll Y Be3U ca KOHAMIMOHUM OpojeM Marpuile 6rhe IprKa3aHd y HAPEIHOM MOTIIOTIABIbY.

Kana je xonaummonu Opoj jeqHak jeauHUIN (IITO ce MOXe JECUTH caMo Kajaa je mMatpuma A obmmka
CKaJlapHOT' TMPOW3BOAA JMHEApHE W30METpHje’, a jeAMHHYHA MATpHUIlA je jedaH MmoceOaH Cilydaj JHHEapHE
HU30METpH]je), TeHepaaTHo roBopelin anpokcuMaliyja penieha Hije Mambe TadHa OJf TAYHOCTH YJIa3HUX MOaTaKa,
0T YCITOBOM [1a alITOPHUTAM pelllaBama mpodieMa He YHOCH JIOJIATHE TPeIiKe.

Konauimonu Opoj Moxe OMTH M OECKOHAYaH, a OBO UMIUIHIHpA 1a je mpobiem Heonpehen. Tama He
MOCTOjH jeTHO3HAYHO Ac(HUHUCAHO pelicke 3a neduHucany modyay (Bektop b ), omHOocHO Matpuia A je
CHHTYJIapHa, a y TOM ciy4ajy 0e3 o03upa Ha M300p alaropurMma 3a pemaBame rpodsieMa mpolieM ce He MOXKe
PELINTH.

Jebununuja KOHIUIHOHOT Opoja 3aBUCH OJ M300pa HOpME, Kao IITO C& MOXKE MIYyCTPOBATH KPO3
Hape/Ha [[Ba puMepa.

Axko || . || npesicTaBiba craHgapany L2 HopMy OHJa je KOHIMIMOHH Gpoj MaTpuie A jeHaK
A
o(A) = Zmx(B) 2.8)
S min (A)

IpH YeMy CY G (A) H Gpin (A) MakcuManHa M MEHMMANHA CHHTYNApHA BpEAHOCT® MaTpuue A,
pecreKTHBHO. AKO je MaTpuia A HOPMajHa®, Taja je KOHIMIHOHK Opoj jeHaK

P (A)
|}"min (A)| 7

IPH 9eMY CY Ay (A) ¥ A, (A) MakcHMai Ha ¥ MHHEMaiHA (IO MOIYITy) CONCTBEHA BpEIHOCT Marpuue A .

c(A) = (2.9)

Axo je matpuna A jeAMHHYHA, HEH KOHAWUIMOHH Opoj je C(A)=1, wTo mpeacTaBjba MUHUMAIHY MOryhy
BPEIHOCT KOHIUIIMOHOT Opoja.

Konpuimonu 6poj y omHOCy Ha L? HOPMY YEeCTO Ce T0jaBJbyje Y OKBHPY HyMEpHUKEe JHMHEapHE
anrebpe, ma My je 300r Tora xar u moceOaH Ha3WB, KOHIAMLMOHM Opoj Matpuue. [leramu y Be3u ca
KOHIMIMOHUM OpojeM MaTpule pUKa3aHu cy y cienehem noriasiby.

Axo | -|| mpeacrasma L™ nopmy® u Matpuua A je 10He-TpOYraoHa HECHHIyIapHA MaTpHLA (TO jecT,

Baxu &;; #0, Vi) oHIa 32 KOHAUIMOHH OPOj BaAXKH

® https://en.wikipedia.org/wiki/lsometry#Linear_isometry

* https://en.wikipedia.org/wiki/Singular_value_decomposition
® https://en.wikipedia.org/wiki/Normal_matrix

® https://en.wikipedia.org/wiki/L-infinity
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maxi(laii|)

(2.10)
Konauumonu 0poj mpopauyHatr nomMohy oBe HOpMe TeHepaiHo je Behu o1 KOHAMIMOHOT Opoja MpopadyHaToOr
nomohy L? mHopme. OBaj KOHIMIMOHH GPOj TEHEPAIHO MOKE ce MPOpauyHAaTH HOCTA Jakme (eduKacHuje) y
OJIHOCY Ha KOHIUIIMOHH Opoj Matpulle (y OJHOCY Ha L2 HOpMY), I1a je TO W TJaBHH PA3JIOT 3aIlTO CE OBaKaB
KOHIHIIMOHU Opoj Hajuenrhe KOPUCTH Kao MPOIeHa KOHIUIIMOHOT Opoja MaTpuIle.

AXO0 KOHIMIIMOHU Opoj HHUje MPEeTepaHo BEJIMKH y OJHOCY Ha JeJIMHUILY, MaTPHILA je T0OpO yCIOBIbEHa,
LITO 3HAYM Jla C€ MHBEP3HA MaTpPUIla OBE MAaTPHIE MOXE IPOPAYyHATH PEJATHBHO Ta4HO. AKO je KOHIUIIMOHH
Opoj BeJMK, 3a MaTPUILy ce KaxKe Jia je Jiomnre ycioBibeHa. OBO y IpaKkcH 3HAYM Jia jeé MaTpula Bpio OJimcka
CHUHTYJIapHO] MAaTpHIHM, a NPOpauyH HEHEe HHBEP3HE MAaTpUIlC OJHOCHO pellaBamke CUCTEMa JIMHEapHUX
jemHayMHa ONMHMCAHOT OBOM MATPHIIOM MOXE PE3YJITOBATH BEMKMM HYMEPHYKHM TIpemikama. CHHryi1apHa
MaTpuIla IMa KOHIUIMOHA OPOj KOjH TeXXH OECKOHAYHOCTH.

Kao (umxemepcka) MpolieHa, ako je 3a mpobieM AX=Db KOHIHMIHMOHH OpOj C(A):lok, MOXe ce

ouekuBaty Ja he ce yciex jomnie ycIoBEEHOCTH MaTpHLe H3ryoutu 1o K mudapa TagHOCTH JOAATHO y OJHOCY
Ha Ta4yHOCT Koja he ce M3ryOM Hymepuukd (300I KOHa4yHE TA4HOCTH MNpEJACTaBJbamba OpojeBa W KOHAUHE
TA4HOCTH crpoBoljera MaremaTHukux orepanuja). Ca apyre crpaHe, KOHIUIMOHU Opoj HE Jaje MaKCUMAaIHY
BPEHOCT TPENIKe yCIe JIOIIE YCIOBJFEHOCTH MaTpHIe, Beh caMo jaaje IpolieHy rpaHMIle Te TPelIKe, a CTBapHa
BPEJHOCT TpeIIKe 3aBHcuhe o1 yIa3HuX mapaMeTapa.

2.3 KoHduyuoHu 6poj mampuye
Y OKBHpY OBOT MOTJIaBJba MOKyIaheMo 1a H3MEPHMO ,,0CETIBHBOCT  TIPOOIIEMa OIMCAHOT jeTHAYNHOM
Ax=b, (2.11)
OJIHOCHO JKCJIMMO Ja OAroBopuMO Ha cieaehe mutame: Ako ce A w/wim b Mano mpomene, koauko he ce
npomennti X =A"b? Ilpe HEro KpeHeMo 1a ce GABHMO OBHM IIMTARmEM, MOTPEOAH HAM je HAYMH J1a
HmMepumo® A u mpomerny AA. 3a HopMmy (myxuHY) BekTopa Kopuctuhemo cranmapany (Eykmmacky) L2
HOpPMYy, a y HacTaBky yBemtheMo W HoOpMy Marpuie. Bunehemo na he ce xoHamiuoHu Opoj, OJHOCHO

,,OCETIBUBOCT™ Marpuile A, HOOUTH U3 MPOW3BOJA HOPMHU Matpuua A u A, kao mTo je ¥ HaBe/leHO Y
jennaumnu (2.7). CBe MaTpuiie koje hemo pa3MaTpaTH y OKBUPY OBOT IOTJIaBJba Cy KBaJIpaTHE.

2.3.1 Hopma maTpu¥e 1 KOHAULIMOHU 6POj MaTpULe

[Mutame KoOje MOKEMO MOCTABUTH CeOM je Ha KOjU HAYMH CE MOXXE M3MEPHTH MPHUPOIHA OTIOPHOCT
npoOiemMa Ha Tpemike (3a0KpY)KMBarkba) M Ha KOjU HAYMH CE MOXKE OMIYYHMTH Ja JIM je Marpuua xo0po
YCIIOBJbCHA WJIM JIOIIE YCIOBJbeHAa? AKO MOCTOjM Maja MpoMeHa b wim mana mpomena A, konuka he Outn
MpoMeHa periema X ?

IMouehemo auckycujy ox ciydaja kama ce y jenqnaunnu (2.11) Bekrop b mpomenu tako na merosa HoBa
BpeaHocT moctane b+38b, mpu yemy 8b Mozenyje rpemiky Koja mocToju y yjla3HUM ITOJaniMa 3a BEKTop b .
Cmarpamo Jia ce MPUIMKOM Tora MaTpuia A He Mema, a rpenika 8 Moke OMTH MOCIeNuNa TPeliKe Mepemba
CKCIICPUMCHTAIHUX pe3yJiTaTa WK MOCIeAuIa 3a0KpyKuBama Opojesa. [IpermocraButiemo na je db maro, a
cMmarpaheMo Jia HaMm mpaBall rpeiike 80 Huje mo3Har (IITo OJroBapa MPAaKTHYHO CBMM CHTyal[HjaMa y TPaKCH).
Yenen rpemike db peuiere he ce npoMeHHTH ca X Ha X+ OX, wWTO ce, nojasehu of jennauune (2.11) moxe
OIMCATH jeJTHAYNHOM I'PellKe

A(x+8x)= Ax+ A(8x)=b +8b . (2.12)
Ony3sumameM jegaaunae (2.11) on jeqnagune (2.12) nobmjamo
A8x)=38b . (2.13)

Ha ocHOBY npeTxoJHe jeqHaunHe 3aKJbydyjeMo Jia rperika b Boxu Ka rpenmy penrema oX = A’l(éb) . [Ipema

ToMe mocrojahe BenMka NMpoMeHa y peliemy X Kaga je A Benmko“, ogHOCHO Kaxa je A Omucka
CHHI'yJapHO] Marpuld. [IpomeHa pemema X moceGHO je Besuka Kaja je 0D y mpaBIy KOjU Ce HajBHUIIE

,T0jayara‘ MaTpuioM A - .



IpernocTtaBuMo 1a je A CHMETpHYHA MaTpHIld’ M Ja Cy jOj CONCTBEHE BPEAHOCTH MO3UTHBHE,
onHOCHO na Baxku O0<A; <A, <..<A,, a 1a CMO COINCTBEHE BEKTOpPE X;, Xy, ..., X, M3a0paiu Tako 1a UM je

nykuHa (HopMma) jenmHngHa. OxproBapajyha jeqHadmHa mpoOiieMa COTICTBEHHX BPEIHOCTH KOjY 330BOJHABAjY
COIICTBEHE BPEAHOCTHU U COIICTBEHU BEKTOPH j&

AXi :XiXi y | :1, 2, ey n. (214)
buio xoju BexTop, ykibydyjyhu U BekTop rpemke ob, Moke ce NpeICTaBUTH Kao JHHeapHa KOMOMHauHja
COIICTBEHHX BeKTOpa8 X;, 1=12,..,n. IlpermocTaBumMo na je BekTop TIpemke ob oOmuka Jb=eX;,
i=12,..,N, OOHOCHO Na je &b mNpOMOpIMOHANaH COIICTBEHOM BEKTOPY X;, NPU YeMy je & MpPOHU3BOJbAH
ckanap (KoeHuIHjeHT mpormopIoHanHocT). Taja je, Ha ocHOBY (2.13) u (2.14)

db . .
SXZK_ Kazgaje ob=ex, i=12,..,n. (2.15)

i
Ha ocHOBY IpeTXoHOT M3pa3a OUUIIICIHO je [1a je 3a 3aJaTy Iy)KHHY BeKTopa oD , rpemika penrema 0X Hajseha
Kaja je A; HajMame, OJHOCHO Kaja je A; =A, . [Ipema Tome HajBeha rpemika pemema Koja MoTH4e 0J] MaTpuIle
A no6uja ce y ciyuajy kaga je Sb y IpaBILy MPBOT COICTBEHOT BEKTOPA X, , OJHOCHO 3a HajBelly rperiky
pemema 0X BaXKu

oX = i—b Kaza je ob =ex; . (2.16)
1

Ako Guemo Hauum L2 HOPMY MPETXOJHOT H3pasza, AOOWIM OHUCMO Ja Ce Tpelika pelicHka ||6X|| nobuja
MHOXKCHEM ||8b|| ca 1/A; (L, mpencraB/ba HajMamy COTNCTBEHY BpeaHOCT Matpuie A, a 1/A; mpencrasiba
HajBelly COINCTBEHY BPEIHOCT MaTpHILE® A_l). OBo ,,tojauaBame” rpemke Behe je mTo je A; OmKe HyIH,
OJTHOCHO IITO je MaTpuua A OJvKa CHHTYJIapHO] MaTpHIIH.

Mepeme 0CeTJFUBOCTH NCKJBYYMBO MOMONY A;, OZTHOCHO caMo Ha OCHOBY u3pasa (2.16) uma o30usban
HepocTatak. [IpermocraBuMo ma cMmo cBaku wiaH Matpune A momHoxwmmu ca 1000 . To 6m oxromapamo
MHOXemy A; ca 1000 u marpuma Ou mpema oBOME KpHUTEpHjyMy H3Iienaia Mame cuHryinapua. OBo je y

CYIPOTHOCTH Ca TUME JIa je[IHOCTABHO CKAIMPAmhe MATPHIE MOKE J1a O JIOIIe YCIIOBJbEHE MATPHIIE HATPABH
100po yciaoBibeHy MaTpuily. MctuHa je ma 6u y oBome ciydajy OXx Ommo 1000 myra mame, anu 1000 myra

Mambe GuII0 61 ¥ pememse X = A b . OHO mTO GH 0CTANO HEIPOMEHEHO j¢ PETATHBHA TPelIKa ||6x|| / ||x|| . lpema
TOME JIEJbEHEM TPEIIKe ||8x|| ca ||x|| HOpPMAJIM3yjeMO TPOOJieM H CIpeYaBaMO Jia TPUBHJjATHO CKAIHPAHE

npobieMa yTH4e Ha oceTJbHBOCT. Ca Apyre cTpaHe MoTpeOHO je yBECTH M HOpMaM3alujy 3a ob, omHOCHO
npobieM cBoaMMO Ha mopelerse penaTHBHE TPOMEHE ||8b||/||b|| U peNaTHBHE TpElIKe ||6X||/||x||, OJTHOCHO

o</
PaMo KOJTUUHHUK .
[b]/[o]
[perxoaHu U3pa3 MOXKE ce HaMUCATH U y ciieaeheM 00Ky
o1 _ e el o1
b/l 30 ||

IlITo je cucreM OCETIFMBHjU OBaj KOJMYHHWK je Behwm, a MU >kenmumo Aa HajeMo TOpmy TpaHHIY 3a OBaj
KOJIMYHKK, 3aT0 hemo mocmartpaTu Hajropu ciy4aj (Kaja oBaj KOJMYHHK MMa MakcuMyM). Ha ochoBy (2.16)
OpBU pa3joMak ca JiecHe cTpaHe jemHauuHe (2.17) makcumanaH je kaga je Ob=éex u To nmenom onpebyje
Hajropu city4aj. Jpyru neo xoju ozxpeljyje Hajropu ciydaj je Apyr pa3joMak ca JecHe cTpaHe jeaHauune (2.17)
3a KOjH XKEIMUMO Ja YTBpOuUMO kajga he Omtm makcumanad. Taj pasmomak he Outm Hajehm kama je TadHO

" CumerpuuHe MaTpHile HMajy CTPOrO peaiHe CONCTBEHE BPEJHOCTH, 4 COINCTBEHH BEKTOPH CY
MeljyCOOHO OpTOTrOHAHH.

® 3aT0 MmTO Cy CONCTBEHM BEKTOPH YNPABHH M ,CHaHYjy" OJHOCHO MPOXHMAjy 9HTAaB MPOCTOP
JIUMeH3uje matpuie A .

°® AKo je A cONCTBEeHA BPEAHOCT KBajpaTHe MaTpuie A OHa je 1/A comcTBeHa BPeIHOCT MaTpHIE
Al



pemreme X 1TO je Moryhe Mame y oxHocy Ha TauHo b . [Ipema Tome ma Ou Apyru pasjioMak ca JecHe CTpaHe
jemHaurHe OMO MaKcHMaiaH, OPUTHHAIHM mpobieM AX=Db Tpeba ma Oyne y Apyroj eKCTpEeMHO] CHUTYalUjH y
MIPETXOJHU CITy4aj, OJHOCHO BeKTOp Db Tpeba ma Oyzme y mpaBily mocieImber COICTBEHOr BEKTopa (KOju MMa
HajBelly COTNCTBEHY BPEIHOCT), OMHOCHO Tpeba ma Baxku jaa je b =px,, mpu demy je | mpow3BOJbaH CKaiap
(pazmiant ox myine). Tama je x=A b= b/A, MuHEMAaIHO, ma je APYrH pa3loMak ca JAeCHE CTPAHE jeIHAYMHE

MaKCHMaJlaH ¥ M3HOCH ||b|| / ||X|| =X, -

3%/
|sbl)/Ibl

OBo je ekcTpeMaH cily4yaj omucaH cieiehoM HejeqHayMHOM. 3a TO3WUTHBHE Je(QUHHTHE MaTpHUIe pelIeHe

IIpema Tome koMOuHanMja b = px, u Ob = eX; 4YMHE penaTUBHY IPEUIKY HajBehom moryhowm.

x=A"b u rpemka pemerma 5x = A™'8b yBek 3a10BosbaBajy

EE b N E JI3b] u J3/1] < Mirex _ 2.18)
Mirex Rowin 30/ A

KonmuuHuK C = Ay / Amin TIPEACTaBIJbA KOHAUIIMOHU OpOj MO3UTHBHE Ne(UHUTHE MaTpue A .

HecumetpuyHe matpuue

Hamra JAocajjalimka aHalin3a OJHOCHM C€ Ha CUMETpHUYHE Marpule ca IMO3UTUBHHUM COIICTBCHUM
BpEAHOCTUMA. Ycnos Ja Cy COIICTBCHE BPCAHOCTU MNO3UTHUBHC HI/Ije HCONXOJaH, MNOWITO CC Yy HpeTXO)IHOj

aHAIN3M A MOXKE 3aMEHUTH ca ||l|| Ca gpyre cTpaHe, Kako OMCMO MOTJIM Ja pa3MaTpaMO U HECUMETpPHYHE
MarpHuIe noTpedHo je u3BpimuTn Behe u3MeHe.

3a oarosapajyhy meduHUIM]y KOHIUIMOHOT Opoja, BpatuMo ce Ha jemHauuny (2.17). Kako Gucmo

[5x4

HAIIUTH TOPIbY TPAHUILy PENaTHBHE TPEIIKE W MOCMaTpajId CMO HAjrOpHU CIy4aj Kaaa cMO Y3elld 1a je X

mro je moryhe mame, a b=Ax mro je moryhe Behe. Kama je marpuma A HecuMeTpH4HA, MakCHMyM
KOJINYHHKA ||b|| / ||X||=||Ax|| /||X|| MOYKE HACTaTH 3a BEKTOpP X KOjU Ce Pa3JMKyje Of cOlCTBeHMX BekTopa. OBaj

MaKCHMYM IIPEJICTaBIba OJUINYHY MEpY ,,BENWYMHE MaTpuiie A , M Ha3uBa C€ HOPMOM Matpuie A .

Hopma matpurie A je 6poj ||A|| KOju ce aeuHuIIe Kao

—
/Al = max IR (2.19)

JpyruMm peunma, ||A|| MIpeicTaBba TOPHY TpaHUIy ,ll0jayaBadke MONM® MaTpuie, IOITO, Ha OCHOBY

nepurnnmje (2.19) 3a mpon3BoIbaH BEKTOP X BaXKH

A <Al wx. (220
3Gor Tora mro Baxu b=Ax un 8x = A8b , Ha ocHOBY jenHauuse (2.20) nobujamo
Iof< Al = fox] < A~liso]. (221)
IperxomHa HejeqHAYMHA MPEACTaBba 3aMeHy 3a HejemHaunHy (2.18) kama je A HecmMerpuuHa Marpuia. Y
ciyyajy Kaaa je A cHMeTpUyYHa MaTpulla Taja je ||A|| =Amx H “ A—l“ =1/An, - [lpema ToMe anexBaTHa 3aMeHa
3@ KOJMYHUK Apgy /Amin Y M3pasy (2.18) je npousson ||A||”A71H LITO MPEJCTaB/ba KOHIUIIMOHU OpOj y OIIITeM
ciyyajy (HECHMETPUYHE MATPHLIE).

Konguunonu 6poj marpune A je C:"A””A_l“ . OnmHoc penaTUBHUX rpemaka 0X u db 3a10BoJbaBa

B/ o)
b/l
LITO ce 100uja AUPEKTHO U3 HejenHaynHa (2.21).

VY cBUM pa3maTpamHUMa 10 caja CMaTpajid CMO Ja Tpelka MOTHYe MCKJbYYHMBO O] IpeIIKe YIa3HUX
nojaTaka BeKkTopa b, OIHOCHO oX BeKTOpa Ipemke ob Ipu 4eMy CMO CMaTpaid Ja He IOCTOje TpeIlke Y



yma3HuM noganuma matpute A . [TocMatpajmo cama apyru ciaydaj. [IpeTnocTaBuMo 11a je mpoMeHa pemema OX
y3pOKOBaHa MpOMEeHOM (esiemeHara) matpuiie OA, cmartpajyhu ga ce b He mema. [Tokazahemo nma tama 3a
pelaTUBHY TPEIIKY BaXH pelialiuja

[/ [Px+ & _

AIA

OHO MmITO je MOCEOHO 3aHMMJBHBO j€ Ja MCTH KOHIUIIMOHM Opoj ¢urypuine u y jeanauunu (2.23) xaga je
MPOMEHA peliema OX YCIOBJEHA caMO MPOMEHOM MaTpuile OA W y jemHaumHHU (2.22) Kama je mpoMeHa oX

YCIIOBJbEHA CaMO IIPOMEHOM b .

(2.23)

Hokaxumo HejenHaumny (2.23). Ha ocHoBy jemmaumne AX=D  gumpekTHO 100OHjamMO
(A + SA)(X + 8X) =b, a HaKOH OJly3UMara MPBE jeHAYNHE O APYTe T00HjaMo

ASX +8A(x+8x)=0 (2.24)
OJHOCHO

8% = —ATSA(X + 8x). (2.25)
Ha ocnHoBy nepunmnuje HOopme Matpume (2.19), MHOXEme BEKTOpa (x+6x) ca OA He moBehaBa OyXuHY

BEKTOpa (X +8X) 3a BHILE O] ||8A|| , @ MHOXEH¢ HOBOZ0OHjeHOr BekTopa ca A - He moBehaBa HeroBy IyXHHY

3a BHUIIIE O] “A’l“ . [Ipema Tome ||8X|| < HA’l“HSAHHX + 6X|| , Ha OCHOBY 4era 100ujamo

A
||x +8x|

“ _1H||5A|| "A" (2.26)

Ha ocHOBY HejeHaKOCTH NPHKa3aHHUX JO Caja, 3a TPEIIKy NPHIMKOM pellaBama CHCTeMa jelHaYnHa
MOKEMO 3aKJbYUUTH JIa MOTHYE U3 JBa u3Bopa. [IpBU M3BOp rpemike je ,,npUpoHa OCETIHMBOCT™ Mmpoliema Ha
HETayHOCT yNa3HUX IMOJaTaKa, MepeHa Kpo3 KOHAWIMOHH Opoj C. Jpyru u3Bop je cama rpemka ob OmHOCHO
OA . OBakaB Ha4YMH ONKCUBAaa TPEIIKE je MPEACTAaB/ha0 OCHOBY 32 BUIKMHCOHOBY aHATU3y rpemaxalo. [Tommro
pellaBame CHCTEMa jelHauYrHa eMMUHanMjoM mpousBoau marpuie L' u U' koje y cebu campxe ompehene
rperke (3a0Kpy>XHBama), MPHINKOM pelllaBama CHCTeMa jeHadnHa 1oya3u ce o marpuie A+S8A=L'U" koja
y cebu caipku TpeliKy, a He Ioia3u ce oj opuruHainHe (taune) marpune A=LU . VY cBojoj aHammsm
BunkuHCOH je moKa3ao na JeNMMHYHA MHBOTH3AIMja KOHTPOJHWIIE TpemKy OA, Tako Ja (PUHAIHO] TpemIn
JIOTIPUHOCH KOHIMIIMOHH Opoj C.

MpopauyH Hopme maTpuue

Hopma matpurnie A onpelyyje HajBehy BpeaHOCT KOjoM ce OHMIIO KOjH BEKTOp (COTICTBEHH BEKTOP HIIN
OWJI0 KOjH NIPYTH BEKTOD) ,lI0jadaBa’” MHOXKEEHEM MATPHIIOM A , IITO je OYMTIICAHO Ha OCHOBY NE(QHUHUIIM]E
nopme marpuiie (2.19). Hopma jenunuune matpuie jemHaka je 1. Kako GucMo m3padyHaid HOPMY MaTPHIIE,

KBaJpHpajMo obe cTpane u3pasa (2.19) kako GHCMO JOIUIH 10 cuMeTpudHe Matpue A' A
|| || xT AT Ax
= max

”A" x¢0 " " x#0 XTX

(2.27)

Ha ocHoBy oBora 3akipyuyjemMo 1a je ||A|| jeaHaKo KBaJpaTHOM KOpeHy HajBehe colcTBeHe BpeAHOCTH MaTpHIE
2 . . . .
ATA, 0HOCHO 12 BaXu ||A” = Mprax (ATA). Bextop koju marpuma A ,ojadyaBa‘ HajBUILE je COICTBEHU

BEKTOp MaTpulle ATA xome npunaja Hajseha concTBeHa BPEAHOCT A,y , ONTHOCHO BaXKH

TAT T
xTATAX X7 (Mg X) T 2
= =Ax (A A=A 2.28
=t ATA)= A 2.28)
VY Be3u ca Ghopmysiom (2.28) BaKHO je HATOMEHYTH HEKOJIHMKO CTBAPH:

e Hopma m koHAMINOHW OpOj y TpakcH He MpopadyHaBajy ce HA OBaj HAUYWH. YMECTO TOra
KOpHUCTE Ce Jpyradju IOCTYNIHU 32 HUXOBY IpoleHy. Pasmor je To mro je npopadyH

10 https://en.wikipedia.org/wiki/Wilkinson%27s_polynomial
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CONCTBEHMX BpeaHocTH Matpuue A'A (Kako GH ce OIPesuIo Max » @ KacHHje H ||A||2)
HYMEPHUYKH H3Yy3€THO 3aXTEBaH.

e V jemHauMHM HajMamHX KBaJApara, ATAx=A"b , KoHZHIMOHHU 6poj C(ATA) jemHak je
KBaJIpaTy KOHIUIMOHOT Opoja C(A). ®opmupame ATA jako KBapH YCIOBIEHOCT mpoGieMa,

ma ce OOMYHO Tpe MpopadyHa ca MAaTPUIOM ATA CIIPOBOOM HEKH O]l IOCTYyIIaKa
oproroHanu3anyje (kao mrto je ['pam-IIIMUTOB OPTOrOHATU3AIIMOHH [TOCTYIIAK).

e  CunryinapHe BpeqHoctn Matpuie A (noOHjeHe IPOLEeAypOM JSKOMITO3HIHje Ha CHHTYIapHe
BPEIHOCTH) Cy KBagpaTHH KOPEHH COIICTBEHHX BPEIHOCTH MATPHIIC ATA. Ha OCHOBY TOTa
jenHaunHa (2.28) Moke ce HamMcaTH U y aJITEPHATHBHOM OOJIHKY, |A“=Gn.ax , OlaKJIe ce

nobmja (2.8). Oproronamne marpue U u V ocraBibajy HDyKHHE BEKTOpa HETPOMEEHCHE Y

||Ax|| = HUZVTX“. [Ipema Tome HajBehH KOTMYHUK ||Ax|| / ||X|| MoTHYE Off HajBeher eneMeHTa ©

JIjaroHa He MaTpHIe X .

3 KnacuuHe u Near-Ortho pyHKuMje 6a3uca

3.1 KaacuuHe ghyHKyuje 6a3zuca

dynxnyje 6a3uca BULIET pea Koje cMO KOPUCTHIIH JI0 cajla, a Koje cy Omie neuHucane kao

1= o
2
1+u .
o;(u)= T i=1 , —l<u<i, (3.1)
u'-1 i=246,.
ui—u, i=357,.

Hagaske hiemMo HasuwBaTh KiacwuHe QyHKuHje Gasuca (classical basis functions). Bumenu cmo ma oBe pyHKIHje
0a3mca mocenyjy BEIHKH Opoj MPEOHOCTH y OJHOCY Ha (YHKIHje Oa3uca HIDKET pefa. 3a MouYeTak, BHXOBa
BeJMKa MPEAHOCT jeé Y TOME INTO Cy Yy CTamy Ja BP0 €(PHKACHO MOEIYjy PEJaTHBHO CIIOKEH IpoOseM,
OJTHOCHO 3a JKEeJbeHY TA4YHOCT pellciha MOTPEOHO je 3HAYAjHO Mame HEMO3HATHX HEro Kaxa Ce KOPHCTE
¢bynkumja Gasuca Hwker pena. Ibuxosa nmpyra moOpa ocobuHa je TO WTO Cy KiacuuHe (yHKIuUje Oasuca
KOHCTPYHCaHE TaKo Jia je MoMONy HUX PETIaTHBHO JIAKO 33J0BOJBUTH YCIOB KOHTHHYATHOCTH (110Jba) HA CIIOjY
JIBa eJIeMeHTa. Y Ty CBPXYy KiacuuHe (QyHKIje 6a3uca cy KOHCTPYHCAHE TaKo Ja Cy caMmo mpBe JBe QyHKIHUje
6asuca (0y W O,) pasIuUUTEe O] HyJe HAa KpajeBUMa MOCMATPaHOT KOHAYHOT eIEMEHTa, 0K Cy CBE OcTale

byukumje 6asuca (o, i>2) jenHake HyNIM Ha KpajeBHMa MOCMAaTpaHOI KOHAYHOr enemeHTa. Ha Taj HauuH
camo KoeHUIMjeHTH pa3Boja y3 Oa3ucHe QyHKIHMje Oy M 04 YYECTBY]y y YCIOBUMAa KOHTHHYAIHOCTH (T10Jba)

Ha CIOjy JiBa KOHAYHA €JIEMEHTA, Ha OCHOBY UYera Ce W3 HEMOBE3aHOT CHCTeMa jefHaurHa (HOpMHpa MOBE3aHH
CHCTEM jeIHaYMHA.

Ca npyre crpaHe, INIaBHH HEIOCTaTak KIacHYHUX (YyHKIMja O6a3uca je mrTo (1o MpaBHiLy) pe3yiTyjy
MaTpHUIIOM CHCTEMa jeHA4YMHA KOja je ciabo YCIIOBJhEHA, TOTOTOBY 3a BPJIO BHCOKE penoBe (yHKIMja Oazmca.
OBakBe Mmarpuie (II0 MpaBWIy) WMajy BpJO BHCOK KOHAWIHWOHHW OpOj, IITO HETaTHBHO YTHYE HAa TadyHOCT
pelema cucTeMa jemHadnHa, a (uHAMHO (32 IOBOJFHO BHCOK pel (yHKIMja 6a3mca) MOKe BOIAWTH H Ka
HEKOHTPOJIMCAHOM MOPACTY IPEIlKe pelleka ca 1abuM nosehamem perosa GyHKiuja 6asuca.

Bucok KOHIUIIMOHH OpOj MaTpHIlE CHCTEMA jeTHAYMHA ca COOOM HOCH jOIII je[IHY HETaTHBHY I0jaBy. Y
cllyyajeBMMa Kajla ceé CHUCTEM jeJHauMHa pelllaBa HEKOM O] CTaHAapJHHUX METOJa 3a UTEPATUBHO PElIaBarbe
CHCTEMa jeTHaYMHa, ca TIOPacTOM KOHIUIIMOHOT Opoja MaTpHIe pacTe U morpebaH Opoj uTeparmja HEOMXOAaH
3a )KeJbeHY TaYHOCT pellerka cucTeMa jenHaunHa. CaMUM THM TPOIy’KaBa ce BpeMe (HTEepaTUBHOT) pelIaBama
CHCTE€Ma jelHaYrHa, IITO je y TMOTIIYHOj CYNPOTHOCTH Ca OCHOBHHM MOTHBOM 32 KOPHIINEHE HTEPATUBHIX
JIropuTaMa 3a pelaBame CUCTeMa jeIHaYHHA.

Near-Ortho ¢ynkuuje 6asuca, koje hemo npeacTaBUTH Y HAPESAHOM MOTIIOINIABIBY, YBEICHE Cy TAKO 1a
OTKJIOHE OCHOBHHM HEJOCTAaTKa Kiacn4HuX (yHKOWja Oa3mca, y3 3aApkaBame CBUX INPETHOCTH KIACHYHUX
¢byukuuja Gasuca. Near-Ortho ¢yskimje 6asuca KOHCTpyHCaHe Cy Tako 1a Pe3yJTyjy MaTPHIIOM CHCTEMa
jenHaumHa ca (3Ha4ajHO) MaFkbUM KOHIWIIMOHHM OpojeM Y OJHOCY Ha KiacwyHe (QyHKIHje 0as3mca, caMUM TUM
Near-Ortho ¢ymkmuje 6asuca pe3yiTyjy MamOM TpPEmIKOM TPUIMKOM pellaBama CHCTEMa jeJHAYHHA



JUPEKTHOM METOJIOM, MamHMM OpojeM HTepauuja Kaga ce KOPHUCTE WTEPATHBHU aTOPUTMHU 3a pElIaBambe
cucrema jeJHaurMHa ¥, GpuHainHo, oMoryhaBajy kopumiherme BpJio BUCOKHX peioBa QyHKIHMja 0a3uca, ITo BOJH
Ka M3Yy3eTHO e(pKaCHOM HyMEPHUYKOM MOJIEITY.

3.2 Near-Ortho

IMoacernMo ce na cMO NPUIMKOM oJpehuBama HamoHa IyX Boja ca I'yOMIMMa METOJ0OM KOHA4YHHX
eJleMeHaTa, OJHOCHO INPWINKOM (opMHuparma oArosapajyher cucremMa JMHEApHHUX jeIHAYWHA HpOpavdyHaBald
nBa TUna uHTerpana. [IpBu Tun nHTErpana 6mo je ooiamka

J’dai(z) dat; (2) dz, 0<i,j<N, (3.2)

dz dz

z

mpu uemy je N ©Ono makcumanau pen ¢yHkmmja 6aznca. BpemHocTH oBakBUX HHTerpana (urypucane cy y
MaTpUII KPyTOCTH [S] . Apyru tun uHTerpana ouo je ooauKa

J'ai(z)aj(z)dz, 0<i,j<N, (3.3)
z
a BPEJHOCTH OBAKBHX MHTErpaja (urypucaie cy y MaTpuIy Mace [M ] . OGuHaTHY MaTpUIly cUCTEMa jeJJHaYnHa
no6ujami cmo kao [F|=[S]+R'G'[M].

INpaxca mokazyje na moOoJbIIaBakEM YCIOBJLEHOCTH OHMIIO KOje 011 MaTpuIia [S] 12007 [M ] IO TIPaBUITY
mo00JBIIIABAMO U YCIOBJEEHOCT (PMHAITHE MaTpPHUIIE [F], IITO HAM je Kpajibl MWJb Kako OMCMO MOOWMIIH IITO
00Jbe YCIOBJbEH CUCTEM jeJHauMHa Koju hemo ¢uHanHo pemraBatu. Near-Ortho ¢yHnkuuje 6asuca yBeneHe cy
TaKo Jia ce Mo0oJbIIa YCIOBJLEHOCT MaTpPHUIIE Mace, [M ] . [lomro ce mpuaMKoM NpopadyHa eleMeHaTa MaTpHIe
[M] MHTErpalyja MOHAKO CIPOBOAM y POJHUTEIHCKOM JOMeHy (mo U y rpanmmama —1<u<1), ymecro
uHTterpana (3.3) Hanasme hemo mocmarparu uHTErpan

1
jai(u)aj(u)du . (3.4)
u=-1

Kox Near-Ortho ¢yukimja 6asuca KenumMo Aa 3aAp>KHMO J00pPO CBOjCTBO KIACHYHUX (DYHKI[H]ja
0a3uca Koje ce orefano y (pelaTUBHO) jeAHOCTaBHOM YCIIOCTaBJbalkby KOHTHHYAIHOCTH (110Jba) HA CIOjy 1Ba

KOHauHa efeMeHTa. 30or Tora hemo 3a npse e Near-Ortho ¢yHkuuje 6a3uca y3etu ucre pyHkumje 6azuca Kao
U KOJI KITaCHYHHX, OMHOCHO, pBe aBe Near-Ortho ¢pynkuuje 6asuca cy

].—_U |—0

o; (u) = 1fu , -l<u<l. (3.5)
= i=1
2

VY npeTxo[HOM IIOTIIABIbY BHACIH CMO 1A jeIMHIYHA MAaTPHIIA UM jeTUHUYHI KOHAUINOHU Opoj, IITO
jé YATHMAaTHBHHM IIWUb Ca CTAHOBWINTA YCJIOBJHEHOCTH MaTpuie. 300r Tora, Kako OWCMO MMOOOJBIIAIN
YCIIOBJBEHOCT MATpHIIE Mace [M], ¢yaknmje Oazmca m3abpahemMo Tako Ja AoOMjeMO MAaTpHUIly Koja IO
CTPYKTYpPH IITO BuUIIe noaceha Ha jeqMHNYHY MaTPHILy, OAHOCHO JKEIHMO J1a JOOHjeMO MaTpPHILY [M ] KOja IMa
JMIOMHHAHTHE CIIEMEHTE Ha TJIAaBHO] IWjaroHalW W INTO je Moryhe Mame HEHYNTHX eJeMEHTE BaH TJIaBHE
nujaronane. Kana ce moncernmo ga cy JlexxaHApoBH HOJMHOMH OPTOTOHAJIHH, y Ty CBPXY MOXE C€ MAcTH Y
HCKyIIeHke 1a 3a GyHkuuje O6asuca Bumrer peaa (o, i=2) uzabepemo JlexaHnapoBe MOTHHOME, OIHOCHO 1a
nzabepemo a;(u) =P (), i>2. Ca craHOBHIITA OPTOrOHAIHOCTH, OJJHOCHO Ca CTAHOBHUINTA YCIOB/HEHOCTH
MaTpuIe [M] oBo Om Omo omnmuan u3bop. Mehytum, JlexkaHIpPOBHM TMONMHOMH Ha TpaHHWIIaMa KOHAYHOT

eJIeMeHTa (|u| =1) cy pa3nuuuTU OJ Hylle, OJXHOCHO IO MOIYNy Cy jeJHaKd jequHuny, (P, (il)| =1, mro ce

Moxe BuaeTH u ca ciuke 1.1. 36or Tora 6u u36op a;(U) = R (U), i =2, pesyntoBao THMe fa cy u oBe QyHKIIHjE
0a3zuca pasIUuYMTE OJ HyJIe Ha KpajeBMMa KOHAYHUX CJIEMEHATa, IMTO OW 3HAYajHO OTEXKAJIO0 YCIOCTABJhAHE

! Tlocroje dymkimje Gasuca Koje MOCEyjy BHIIM HHBO OPTOrOHATHOCTH y omHocy Ha Near-Ortho
byukuuje 6asuca. Te ¢yHkumje Gasmca HazuBajy ce Max-Ortho ¢yskumje 6asmca, a KOm BHX Cy NpBE IBE
¢byukmje 6asuca cioxenuje y oqrocy Ha npse ase Near-Ortho ¢pyukimje 6asuca. Max-Ortho ¢yukimje 6asuca
npeBasuiiase OKBUPE OBOT Kypca.



KOHTHUHYaJIHOCTH (II0Jba) Ha CIIOjy JiBa KOHauHa elleMeHTa. 30o0r Tora QyHkuuje 6a3uca peaa BUILIET O] IPBOT
(a;(u), i =2) koHcTpyHiuemo Ha crneachu HaunH

o;u)=RUu)-RP_,u), iz2, -1<u<l, (3.6)
na Near-Ortho ¢yukiuje 6asuca mocrajy
1-u

ER
1+u .
a;(u) = — i=1 , —l<u<i. (3.7

Ru)-R_pu), 122

Ha caum 3.1 npukasano je mpeux trect Near-Ortho ¢ynkiuja 6azuca. Ca Te cliMKe BUIUMO J1a CaMo
mpBe JABe (QyHKIUje Oa3rmca WMajy HEHYNTY BPEIHOCT Ha KpajeBUMa KOHAYHOT €JIEMEHTa, ITO HaM je W Ono
LB,

1.0

0.5

0.0

a; (u)

/
-0.5 \
\/

-1.0 a; (u)
' N — =0 —— =l —— =2 /
-15
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
X

Cnuka 3.1. IIpsux mect Near-Ortho ¢pynknuja 6asuca.

Kako 6ucmo crexnm 60sbH yBHI Y CTPYKTYPY MaTpHIle Mace [M ] y ciay4ajy knacuanux u Near-Ortho
¢ynknmja 6azuca, yBenumo (GpakTop OpTOrOHATHOCTH Kao
1

jai (U)ot (u)du

Oij = 1 u="1 1 . (38)
I o (u)du jaﬁ(u)du
u=-1 u=-1

Y npunnuny ¢GakTop OPTOrOHAIHOCTH CIMYaH je eJeMEeHTHMa Koju he ce MojaB/bMBaTH y MaTpHLHM Mace,
omHOocHO mHTerpany y (3.4), a y omHocy Ha waTerpain (3.4) mBa mHTErpaiga KOjU ce IMOjaBJbyjy y OpojuoIry

u3pasa (3.8) yBeaeHa cy caMo pajyl CKalupama, Tako Jia |Oij| <1 Vi, j. Ha cnunu 3.2(a), y 061Ky MaTpHIIE,

MIPHUKa3aH je MOAYN (paKkTOpa OPTOTOHATHOCTH 3a MPBUX JECEeT KIAaCHIHMX QYyHKIHja O6a3uca, a Ha ciuin 3.2(0)
MpUKa3aH je neTh Koepuuujent 3a npeux gecet Near-Ortho yrkimja 6asuca. Ca Te cimke BUIUMO Ja MaTpHIla
Moaya koedumujerata oproronansoct Near-Ortho ¢ysknuja 6asuca Mo CTpyKTYpH BHIIE JUYH HA jeANHUIHY
MaTpHIly HEro LITO je TO CiIydaj 3a kiacuuHe GyHkuuje 6asuca. 300r Tora ouekyjemo aa he marpuia mace OUTH
(mocra) 6ospe ycmorsbeHa 3a Near-Ortho dyskimje 6asuca y omHOCY Ha KiacuuHe GyHKIUje Ga3uca, OMHOCHO
na he ce oBO mpeHeTH M Ha (UHAIHY MaTPHILY [F] VY HapeJHOM MOTIOINIaBJbY, Ha KOHKPETHOM IIpUMEpPY



nokazahemo ga Near-Ortho ¢yukumje 6asuca pesynryjy MaTpUIIOM [F] ca HIDKUM KOHIUIIMOHHM OpojeMm,
OJTHOCHO J1a Cy TIOCTUTHYTH CBH LWJbeBHU 300r kojux cy Near-Ortho ¢yukuuje 6asuca u yBeaeHe.

ol
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(©)

Cimka 3.2. Koeguimjent oproronansoct 3a (a) kmacuure u (6) Near-Ortho pyrkimje 6asuca.

4 IlIpumep npumeHe Near-Ortho pyHKuuja 6a3uca

IMpumep mpumene Near-Ortho ¢ynkimja 6a3uca u3 Kora ce MOTY carjeqaTd BUXOBE MPEIHOCTH Y
OZIHOCY Ha KiIacu4He (yHKIHWje Oa3nca nmprukasaH je Kpo3 cienaehn mpumep.

IIpumep:

Ha jennom kpajy Bozja NMpHKIbYYEH je MJealaH HAIlOHCKA T€HEpaTop CTalHE EIEKTPOMOTOpHE CHIIe
E, =1V, a ma apyrom Kpajy Box je otBopeH. Box je nyxune | =30 m, noxyxue ormoproctn R’ =9,308 O/m
u moayxHe nposogHoctd G'=3,469 mS/m. AnanuTidku ¥ [alepkMHOBMM METOAOM KOHAYHHX elleMeHAaTa

BHIIIET pefia MpopadyHaTH HAIIOH Iy Bona. Boj je MomenoBan momohy K yHH(pOPMHHX KOHAYHUX €JIEMEHATA,
pen dyHknuja 6a3uca je N , a HyMepHUuKy MHTErpaIlHjy MPUIMKOM TECTHpama crpoBecT ['ayc-JlexxaHmpoBom

naTerpanuoHoM ¢opmynoM y Ng =N +5 Tauaka. IIpopauyn (uHTerpanujy) enemMeHaTra MaTpHile METOAA

KOHAYHUX €JIEMEHATa CIPOBECTH CaMo 3a jenaH (pOAMTeICKH) KoHauHH eneMeHT. [lonmasehn on ememenara te
MaTpuIle, KopuImhemeM BeKTopa MoBe3aHoCcTH Gpopmupat ((HGUHAIHY) MaTPHUITy TTOBE3aHOT CHCTEMA jeHAYHHA
pena Ny, (6poj Heno3narnx). PeamHe 6pojeBe mpeACTaBUTH y ABOCTPYKO] TAYHOCTH.

(a) 3a xacuune pyHKIMje Oa3uca HA jeHOM TpaduKy MpUKa3aTu (GaMUIjy KpuBa KOPEHA U3 CPEIibe
KBaJ[paTHE TpelIKe HaroHa y QyHKIHjU Opoja Hamo3HaThx, N, a Ha Apyrom rpaduky npukasata dpamuimjy
KpHBa KOHIMIMOHOT Opoja (uHaiHe matpuile cucteMa jeqHadnHa y GyHKuuju O6poja HenozHatux ( N, ). Ha
cBaKoM rpaduky mnpukasaté kpuse 3a K e {1, 5,10, 50, 100} , IpM 4eMy 3a CBaKy KpWBY penoBU (DYHKIH]ja
0aszuca yuHe ckynm N € {1, 2,3,4,5,6,7,8,9,10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100}. CucreM jemHaurMHaA PELINTH
AMPEKTHUM METOJOM, @ KOPCH M3 Cpeir¢ KBalpaTHe rpeiike npopadyHard 3a Ny, =1000 yHudopmuo
pacriofieJbeHUX Tauaka qyx Boja. Pesynrare npukazaru y log-log ckanm.

(6) IMorosuTH Tauky mox (a) kopucrehu Near-Ortho gyukimje Gaswca.

(B) 3a kmacuyHe QyHKUMje Oazuca W3 Tayke MOJ (a) CHCTEM jEAHAUYMHA DPEUIUTH HTEPaTUBHUM
MetomoM'2. 3a KpHTEPHjyM KOHBEPIeHIIMjeé WTEPATHBHOI METONA y3ETH KBaIPATHY BPEJHOCT pE3HIyala

r’=10"°, a 6poj urepanuja orpaHuUUTH Ha Njippy =10*. Ha jenHoM rpauKy NpHKa3aTé (HaMHUIHNjy KpHBa

KOpeHa U3 Cpelbe KBaJIpaTHe rpellke HaroHa y GyHKuuju Opoja Hamo3HaTux, N, , a Ha Apyrom yKymaH 0poj

2y cnydajy ma ce mpobrmem pemasa momohy mporpamckor makera MATLAB, 3a wnrepaTHBHO
pelliaBarbe jeaHaYMHa KOPUCTHTH PyTHHY ,,X = Pcg(A,b,tol,maxit)*, mpu uemy je tol=r?, a maxit = Ny . Y

ciydajy ma ce mpobiem pemasa nomohy Intel MKL makera, 3a HTEpaTHBHO pellaBame jeIHAYHHA KOPHCTHTH
pytune ,,dcg_init“, ,dcg_check u ,dcg“, a momecutu u oxarosapajyhe mapamerpe Ha cienehn HaunH

ipar[4] = Nj;ax » ipar[8]=1, ipar[9]1=0 u dparf0]= r2.



nTepandja wurepatuBHOr Mertoxa y QyHkmMju  N,,,. Ha cBakom Trpaduky mpukazaTm KpHBE 3a
Ke {1, 5,10, 50, 100} , TpH UYeMy 3a CBaKy KpHBY penoBu (QyHKuHMja
N e {1, 2,3,4,5,6,7,8,9,10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100}. Pesynrare nmpukazaru y log-log ckanm.

0asuca uYMHE  CKyI

(r) ITonoButH Tauky moj (B) kopucrehu Near-Ortho ¢yukiuje 6a3uca.

(m) Ha ocHoBy rpaduka u3 Tauaka (a)-(T), 32 00a HaUMHA pelIaBamba CUCTEMa jeHAaYMHA U 32 00a THIa
OasucHux (hyHKIMja, HA jeqHOM rpaduKy, y GYHKIUjU Opoja KOHAYHHMX eleMeHaTa 3a K e {l, 5,10, 50, 100} ,

NIpUKa3aTH MUHUMasaH Opoj Hemo3HaTtuX, Ngy,min, 3@ KOj€ je KOPEH M3 Cpelibe KBaJpaTHE I'PEIIKE HaloHa
mamu on 5-107° V. V ciyuajeBuMa Kama KOpeH M3 Cpelre KBaApaTHE Ipellke HAOHA HE Maja HCIIO.

510V, 3a Neonmin  Y3€TH Opoj HEMO3HATHX Kaja KOPEH M3 Cpelibe KBaJpaTHE IpElIKe HAloOHA HMa

MuHMMYyM. Ha ncrom rpaduky mpukaszatd u oxarosapajyfin KOpeH H3 Cpeime KBaJpaTHE TIpelike HaloHa
(rpa¢mk ca nBe BepTHKamHe oce). Pesynrare npukasath y log-log ckamu. Ha OCHOBY CBHX MpHKa3aHHX
pesynirata HaBECTH IJIaBHE mpexHocTH M Hexoctatke Near-Ortho ¢yskimje 6asuca y omHOCY Ha KIacHuHe
¢dyHkmje 6azuca.

Pememe:
(a) Tpaxkenu rpaduiy IpruKa3aHu ¢y Ha ciuim 4.1,
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(a) ©)
Cnuka 4.1. Knacnune dyHkuuje 6a3nca, IMPEKTHO pellaBamke CUCTEMA jeTHaYMHA.
(0) Tpaxenu rpaduy NprKa3aHu cy Ha ciuim 4.2.
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Cimuka 4.2. Near-Ortho ¢yuxmje 6a3ica, JUPEKTHO PEILABabe CHCTEMA jeIHAYMHA.



(B) Tpaxenu rpaduiy npukasanu cy Ha ciaunu 4.3.
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Crnuka 4.3. Kiacuune gyHKImje 6a3uca, HTEpaTUBHO PelIaBamke CHCTEMA jeTHAYMHA.
(r) Tpaxxenu rpaduiy MpruKasaHy cy Ha ciauiu 4.4,
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(6)

Crka 4.4. Near-Ortho ¢ymukimje 6a3nca, HTEpaTHBHO pElIaBambe CHCTEMA jeTHAYNHA.



(n) Tpaxkenu rpaduk npuKkasaH je Ha caunu 4.5.
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Cnauka 4.5.
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