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The Best of 20th Century: 

Top 10 Algorithms

• 1946: Monte Carlo method

• 1947: Simplex method for linear programming (Dantzig)

• 1950: Krylov subspace iteration method

• 1951: Decompositional approach to matrix computation

• 1957: Fortran optimizing compiler

• 1959–61: computing eigenvalues, QR algorithm

• 1962: Quicksort

• 1965: Fast Fourier Transformation

• 1977: Integer relation detection algorithm

• 1987: Fast multipole algorithm
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Линеарно “програмирање”

• Линеарно програмирање је специјалан случај 

нелинеарног програмирања (NLP)

• Оптимизациона функција је линеарна функција

• Услови су линеарне функције (једнакости или 

неједнакости)
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Формализација LP

(стандардни облик)

• Максимизације оптимизационе функције

• Услови (укупно m услова, b1, b2,…bm ≥ 0)
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Превођење у стандардни облик

• min f → max (–f)

• Све променљиве морају бити ненегативне
– неограничена променљива 

x → x = x1–x2 при чему је  x1, x2 ≥ 0

– непозитивна променљива:
x ≤ 0 → x = x1–x2 при чему је  x1, x2 ≥ 0
(најједноставније x1=0 и x2 ≥ 0)

• Једнакости 
– Редукција броја непознатих

ax1+ bx2 = c → x1= (c – bx2)/a и 
замена у свим изразима где се појављује
(може да буде компликовано у случају великог броја услова) или

– Претварање у две неједнакости
ax1+ bx2 = c → ax1+ bx2 ≤ c и ax1+ bx2 ≥ c

• Све неједнакости се преводе у облик 
ax1+ bx2 ≤ c 
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Пример: 

проблем интернет провајдера

Интернет провајдер са ограниченим пропусним опсегом. Две опције за корисника (1) неограничен 

приступ (flat-rate) и (2) приступ са ограниченим протоком и количином података. Нека је број корисника 

са неограниченим приступом означен са 1x , а број корисника са ограниченим приступом 2x . Бројеви 

корисника припадају скупу целих бројева. Корисници који приступају интернету са неограниченим 

приступом плаћају месечно  , а корисници који приступају интернету са ограниченим приступом 

плаћају  , при чему је  . Услед ограничених капацитета провајдера, постоје горње границе за 1x  и 

2x , као и за 21 xx  . Циљ провајдера је да максимизира зараду   2121, xxxxf  . Који је оптималан 

избор 1x  и 2x ? 

Ради илустрације, сматраћемо да је 3 , 2 , 100 1  x , 150 2  x  и 2021  xx .  
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Графички приступ
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Домен решења и екстремне тачке

• Домен решења је означен сивом бојом

• Домен је ограничен тачкама O, A, B, C, D

које представљају крајње (екстремне) тачке

• Колико има екстремних тачака у општем 

случају са N услова? 

• Решење проблема мора бити у једној од 

екстремних тачака домена решења
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Решење проблема

• Како решити проблем у општем случају? 

• Одређивање свих екстремних тачака 

домена и провера описне функције у њима
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Dantzig simplex алгоритам

• Најпознатији алгоритам за решавање LP

• G. B. Dantzig, Linear Programming and Extensions, 
Princeton University Press, 1959. 

• George B. Dantzig and Mukund N. Thapa. 1997. 
Linear programming 1: Introduction. Springer-
Verlag.

• George B. Dantzig and Mukund N. Thapa. 2003. 
Linear Programming 2: Theory and Extensions. 
Springer-Verlag.

• 1975. Нобелова награда за LP програмирање у 
економији L. Kantorovich и T.C. Koopmans 
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Почетак алгоритма

• Припрема за примену алгоритма, превођење неједнакости у једнакости 
увођење помоћне (изравнавајуће) променљиве (енг: slack variable)

• Све неједнакости претворене у једнакости,
све променљиве су ненегативне

• Могуће је добити
– поддетерминисан систем линеарних једначина

– систем линеарних једначина

– предетерминисан систем линеарних једначина

0   ,2020 112121  ssxxxx  

0   ,1010 2211  ssxx  

0   ,1515 3322  ssxx  

0, 21 xx  

0,, 321 sss  
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Компактан (матрични) запис 

услова и опт. функције

• Услови

• Оптимизациона функција (max)
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Канонични облик

• Циљ: максимизирати Z

• Канонични облик LP (simplex tableau)

• У општем случају може се 

свести на овај облик

(све једнакости и 

све променљиве ненегативне)
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Dantzig simplex

• Поћи из једне екстремне тачке 

(подразумева се да је бар једна таква тачка 

позната, што у општем случају 

не мора да буде тривијално)

• Проверити да ли је могуће повећати Z

преласком у другу суседну екстремну тачку

• Завршити алгоритам уколико није могуће 

повећати Z (решење је пронађено)



Школска 2024/25. година 16/39

Dantzig алгоритам за проблем 

интернет провајдера: почетак

• max f = 3x1+2x2 = Z
x1+x2+s1 = 20
x1+s2 = 10
x2+s3 = 15

• зависне променљиве:
x1, x2 ≥ 0

• независне (основне) променљиве:
s1, s2 , s3 ≥ 0

• Одређивање полазне тачке:
све зависне променљиве су 0
x1 = x2 = 0 следи Z = 0
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Dantzig алгоритам за проблем 

интернет провајдера

Полазимо из тачке    0,0, 21 xx , на слици је то тачка O , а 0Z . 

Основне променљиве су оне које чине јединичну субматрицу, 321 ,, sss . 
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Пивотизација 

(основни корак алгоритма)

• Пронаћи зависну променљиву са 

позитивним коефицијентом у Z

(повећање те променљиве повећава Z)

• Повећати променљиву максимално могуће

на основу услова који постоје

• Пронаћи најстрожи услов 

(најмање повећање)

• Заменити основну и зависну променљиву
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Испитивање за први корак

• Z = 3x1+2x2
x1+x2+s1 = 20
x1+s2 = 10
x2+s3 = 15

• x1 има позитивни коефицијент
x1+0+0 = 20 → x1max = 20
x1+0 = 10 → x1max = 10
x2+s3 = 15

• Најстрожи услов x1max = 10

• Z = 3(10–s2)+2x2 = 30 – 3s2 + 2x2
– s2 +x2+s1 = 10
x1 = 10 – s2
x2+s3 = 15

• Ново решење (x1,x2) = (10,0), Zmax = 30

100 1  x

1xO
5 10 15

5

10

15

2x

150 2  x

2021  xx

20

A B

C

D



Школска 2024/25. година 20/39

Еквивалентне матричне 

манипулације
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• Табло се типично пише 

без вектора [Z x s]T и знака 

једнакости

• Они су овде написани ради 

јасног сагледавања везе са 

полазним системом
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Испитивање за наредни корак

• Z = 3(10–s2)+2x2 = 30 – 3s2 + 2x2
– s2 +x2+s1 = 10
x1 = 10 – s2
x2+s3 = 15

• x2 има позитивни коефицијент
– 0 +x2+0 = 10 → x2max = 10
x1 = 10 – s2
x2+s3 = 15 → x2max = 15
Најстрожи услов x2max = 10

• Z =  50 – 2s1 – s2 
x2 = 10 + s2 – s1 
x1 = 10 – s2
– s1 + s2 +s3 = 5

• Ново решење (x1,x2) = (10,10), Zmax = 50
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Еквивалентне матричне 

манипулације
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Анализа наредног корака

• Z =  50 – 2s1 – s2

• Нема више променљивих које имају 

позитивни коефицијент у Z

• Нема могућности за даље повећање Z

• Решење је пронађено

• Крај алгоритма
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Генерализација

• Уколико су чланови са десне стране услова
bi ненегативни, постоји решење

• Како организовати алгоритам 
уколико су bi негативни?

• Описани поступак назива се “фаза 2” симплекс алгоритма

• Претпроцесирање (“фаза 1”) своди све друге LP проблеме 
у облик који се може решити “фазом 2”

• Потребно је пронаћи базисни вектор
– додају се “вештачке променљиве”

– пивотизацијом се решава “додатни проблем” који даје формулацију 
полазног проблема који се може решити “фазом 1”

• Може се догодити да полазни проблем
– нема решење

– оптимизациона функција (маx) није ограничена са горње стране

– ...

• Претпроцесирање је сложено у општем случају
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Генерализација: 

Сувишни услов

• Појављује се негативни 
коефицијент

• Прескочити такав услов
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Ефикасност: 

Избор наредног корака

• У првом случају два корака
у другом случају један корак

• Од избора наредне тачке 
зависи ефикасност

xO
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y

22  yx
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max
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yx
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Транспортни проблем

(услови су искључиво једнакости)

• Компанија производи штампаче у две фабрике F1 и F2 на различитим местима. 

• Поред тога, има три продајна објекта C1, C2 и C3.

• Месечни захтеви објеката (у пакетима од по 10 штампача) су 8, 5 и 2.

• Фабрике F1 и F2 могу да произведу 6 и 9 пакета месечно, редом.

• Преносе се искључиво пакети (није могуће дељење пакета на мање јединице). 

• Приметити да је укупна производња једнака укупној потражњи.

• Транспорт из фабрика до продајних објеката има различиту цену због 
различитих места на којима се они налазе. 

• Цене транспорта су дате у табели и 
изражене су у хиљадама динара.

• Пронаћи план испоруке 
(колико пакета иде у који продајни центар 
и из које фабрике) 
тако да трошкови транспорта буду минимални.

• Израчунати минималне 
трошкове транспорта у том случају.

Цене преноса из Fx у Cy 

 C1 C2 C3 

F1 5 5 3 

F2 6 4 1 
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Формулација

• Трошкови испоруке су

где је xij број пакета који иде из фабрике i у 

објекат j (i є{1,2} и j є {1,2,3})

• Потребно је пронаћи све xij тако да 

функција z има минималну вредност, при 

задатим условима

• xij мора бити цео број и ненегативан (xij ≥ 0)

232221131211 46355 xxxxxxz 
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Формулација са условима

• min

• Услови

• Сви услови су једнакости! 
Нема помоћних променљивих

232221131211 46355 xxxxxxz 

82111  xx  

52212  xx  

22313  xx  

6131211  xxx  

9232221  xxx  
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Једноставно решење 

елиминацијом променљивих

• Сваку једнакост можемо искористити да 

елиминишемо по једну променљиву

Елиминација 11x  

min 232221131211 46355 xxxxxxz   = > 2322211312 43540 xxxxxz   

82111  xx => 2111 8 xx   

52212  xx  

22313  xx  

6131211  xxx  => 2131221  xxx  

9232221  xxx  
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Наредни кораци елиминације (x12)

Елиминација 12x  

232221131211 46355 xxxxxxz   = > 23222113365 xxxxz   

82111  xx => 2111 8 xx   

52212  xx  => 2212 5 xx   

22313  xx  

6131211  xxx  => 2131221  xxx => 7132221  xxx  

9232221  xxx  

• Жуто означене једначине су већ искоришћене
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Наредни кораци елиминације (x13)

• Жуто означене једначине су већ искоришћене

Елиминација 13x  

232221131211 46355 xxxxxxz   = > 232221 271 xxxz   

82111  xx => 2111 8 xx   

52212  xx  => 2212 5 xx   

22313  xx  => 2313 2 xx   

6131211  xxx  => 2131221  xxx => 9232221  xxx  

9232221  xxx  

Последње две једначине су идентичне! 
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Наредни кораци елиминације (x21)

• Жуто означене једначине су већ искоришћене

Елиминација 21x  

232221131211 46355 xxxxxxz   = > 2322 3280 xxz   

82111  xx => 2111 8 xx   

52212  xx  => 2212 5 xx   

22313  xx  => 2313 2 xx   

6131211  xxx  => 2131221  xxx => 9232221  xxx  

9232221  xxx  => 232221 9 xxx   
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Решење

• После ове елиминације остаје само 

• Ову функцију је потребно минимизовати, што се постиже 
узимањем максималних вредности за x22 = 5 и x23 = 2

• Све остале променљиве добијају се из једнакости које су 
искоришћене за њихово "елиминисање"

• Коначно zmin = 64, 
(x11, x12, x13, x21, x22, x23) = (6,0,0,2,5,2)

• У општем случају решавања LP проблема са једнакостима 
постоје две могућности
– елиминисање једне променљиве једном једначином

– увођење вештачке (eng: artificial) променљиве
тада се може применити Dantzig алгоритам, али са обе фазе

2322 3280 xxz 
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Основне чињенице о 

Dantzig simplex алгоритму

• Најчешће коришћен алгоритам у пракси за 
LP оптимизацију

• У зависности од полазног решења, могуће је обићи свe
екстреме да би се стигло до најбољег 
(што је еквивалентно систематском претраживању)

• Време потребно за претраживање је O(N2)
(у најнеповољнијим случајевима, постоји строг доказ)

• Без обзира на то, 
овај алгоритам добро ради у пракси

• Сложеност
– у пракси је типично O(N3), 

– теоријски експоненцијална (обилазак свих екстремних тачака, 
могу се конструисати примери где алгоритам мора да прође све 
екстреме пре него што пронађе решење)
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Имплементације 

Dantzig симплекс алгоритма

• MATLAB: 

– linprog, 

– intlinprog

• Mathematica: 

– LinearProgramming

• Numerical Recipes In C: The Art Of Scientific 

Computing: void simplx(…) 

• Python: 
scipy.optimize.linprog(…method=‘highs-ds’…)

scipy.optimize.linprog(…method=‘simplex’…)
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Други алгоритми за LP

• Criss-cross algorithm
нешто једноставнији од Dantzig simplex

• Fourier–Motzkin elimination 

• Karmarkar's algorithm
један од ретких алгоритама који је био патентиран, 
прилично компликован
(перформансе у пракси нису боље од Dantzig симплекса)

• Методи унутрашње тачке (interior-point methods) 
проналазе решење крећући се по 
унутрашњости симплекса 
(за разлику од Dantzig алгоритма који иде по ивицама!)

• Сви алгоритми који решавају NLP проблеме могу да се 
примене (при томе, некада је потребно променити 
оптимизациону функцију f0= – || f ||p +const.)
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Задатак за вежбе

Компанија за производњу рачунара поседује 5 фабрика у којима склапа рачунаре, одакле 

их потом шаље у центре за продају. Компанија поседује 3 центра за продају који се 

налазе у кругу друге, треће и пете фабрике. Сваког дана потребно је сваки склопљени 

рачунар транспортовати из фабрике у један центар за продају. У табели 1.1. дате су цене 

транспорта једног рачунара од фабрика до центара за продају у еврима. Број рачунара 

који се сваког дана склопи у свакој фабрици наведен је у табели 1.2.  

Табела 1.1. Цене транспорта од фабрике до продајног центра. 

Фабрика Центар у кругу 

фабрике 2 

Центар у кругу 

фабрике 3 

Центар у кругу 

фабрике 5 

1 2 3,2 2,4 

2 0 1,6 4,8 

3 1,6 0 2,8 

4 2,8 0,8 2 

5 4,8 2,8 0 

Табела 1.2. Број рачунара који се склопи свакога дана.  

Фабрика 1 Фабрика 2 Фабрика 3 Фабрика 4 Фабрика 5 

700 500 100 800 400 
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Задатак за вежбе 

(поступак решавања)

Сваког дана сваки центар за продају може да прими највише 900 рачунара. Потребно је 

пронаћи дневни распоред транспорта за који је укупна цена транспорта минимална. 

Укупна цена транспорта одговара збиру цена транспорта свих рачунара склопљених тог 

дана. Запис решења овог проблема је ) ...  , , ,( 5522151312 xxxxxx , где је са ijx  означен број 

рачунара склопљених у фабрици i  који су транспортовани у центар за продају у кругу 

фабрике j , при чему је 5 ,4 ,3 ,2 ,1i  и 5 ,3 ,2j . 

Формулисати описани проблем као проблем линеарног програмирања и решити га 

коришћењем Dantzig simplex алгоритма (Python method=’highs-ds’ или C/C++ код). 

  

Решење проблема би требало да садржи: 

1) код коришћен за решавање и  

2) ASCII фајл у којем је записано најбоље пронађено решење проблема и одговарајућу 

вредност оптимизационе функције. 


